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CAPITOLUL 1. SIRURI SI SERII NUMERICE

1.1. Notiuni de topologie

Clase speciale de spatii topologice
Definitie. Fie X # ¢, T c P(X ) Spunem ca T este o topologie pe X daca :

1. 9,XeT;

2. V)T, T, =T NT, eT;

3. (VNT),_, eT= UT eT.

Elementul lui T se numesc multimi deschise iar cuplul ( X, T ) se numeste spatiu topologic.
Complementara unei multimi deschise se numeste multime inchisa.
Definitie. Fie X # ¢ . O functie d : X x X — R, cu proprietitile :

1. d(xl,xz)z 0= x =xy

2. af(xl’x2 ) = d(x2’x1 ),

3. d(xl,xz)s d(x,,x; )+ d(x,,x, )

see numeste metrica ( distanta ) iar ansamblul ( X, d ) se numeste spatiu metric.
Definitie. Fie ( X, d ) un spatiu metric, x, € X sir>0.

Multimea D(x,,7)={x € X :d(x,x,)< r} se numeste discul deschis centrat in x, de razar.
Teorema. Fie ( X, d) un spatiu metric. Atunci

T, =¢u {T cX :(V)x eT, (El)r >o0: D(x, r) c T} este o topologie pe X, deci orice spatiu

metric este un spatiu topologic.
Demonstratie :

1. Din constructia lui T, avem cd ¢ € T,. Apoi este evident cd X € T, pentru ca
(V)x e X,(V)r > 0avem D(x,r)c X.
2. Fie T,,T, € T.Fie € T, " T,.Rezulti ci x € T,;si x € T,si deci (3)r, >0:D(x,r) T,

si (3)r, >0:D(x,r,) T,. Alegem r =min{r;,r, | si obtinem D(x,7)c T, N T,.

3. Fie {T,}

iel

cT. Fie xe nT,. Rezultd ca exista iy e [ : x = T,

Atunci avem ca existd 7 > 0: D(x,r)c T, si deci D(x,r)c L{fl



Definitie. Fie ( X, +, - ) un spatiu liniar. Se numeste norma pe X o aplicatie II'Il : X—R cu
proprietatile:

L] x| 20vxeXsi| x| =0ex=0;

2. || Ax || =| /1||| x| (v eX;
3. || xX+y ||S|| X ||+|| y ;(V)x,yeX
Ansamblul (X" . ||) se numeste spatiu normat.

Teorema. Fie (X, . ||) un spatiu normat. Atunci aplicatia

d:XxX—R.d(x, x2)= || X, =X, || este o distantd pe X, deci orice spatiu normat este un

spatiu metric.

1.2.NOTIUNI DE TOPOLOGIE

Demonstratie :

1. d(xl,x2)=O<:>|| X, — X, ||=O<:>x,—x2=O<:>x,=x2

2. d(xl,x2)=|| X=X ||=|| _(xl_xz)”:" Xy =X ||=d(x2,x1)
d(xl,x2)=|| X X ||=|| (xl_x3)+(x3_x21| S|| X~ X3 ||+|| X3~ Xy ||

= d(xl,x3)+ d(x3,x2).
Observatie. In particular, pe R aplicatia d(x,,x,)= Ix, —x,I este o distantd, iar (R, d ) este
un spatiu metric. Topologia generata de aceasta metrica este familia reuniunilor arbitrare de
intervale deschise ( a, b ) din R si este numita topologia euclidiana ( uzuala sau naturala ).
Definitie. Fie ( X, +, - ) un spatiu liniar. Numim produs scalar o aplicatie (-, ) : X x X — R
care satisface :
1. (x +y, z)— (x,z)+ (y, z), (V)x,y,z e X;
2. (A, y)=Ax,y), (V)L e R,(V)x,y e X;

3. (6.p)=(r.x
4. (x,x)=0,(V)xe X si (x,x)=0=x=0

Ansamblul ( X, ( -,’)) se numeste spatiu prehilbertian.

Teorema. ( Inegalitatea Cauchy — Schwarz )



(6, 3?)< (e, 2, »). (W, y € X,
Demonstratie : Avem
(x+ A, x+)>0,(V)x,y e X,(V)L e R
care este echivalent cu
23, )+240x, )+ (x,x)20,(V)1 e R
sideci A <0 adica (x,y) —(x,x)»,»)<0,(¥)x,y e X.
Teorema. Fie ( X, ( -,")) un spatiu prehilbertian. Atunci aplicatia
|- :x>r | x =)
Este o norma pe X si deci orice spatiu prehilbertian este un spatiu normat.

Demonstratie : Cum (x,x)>0, (V)x € X aplicatia din enunt este corect definita. Mai mult

este evident ca || x || >0,(V)x € X si corect definita.

|| X ||=0<:>(X,X)=0<:>X=0
Apoi
| A =) =2 (ex)=12 1 Jex)=| 2| | =] .
in final

|| X ||2:(x+y,x+y)=(x,x)+2(x,y)+(y,y)£(x,x)+2\/(rx)+\/(y_,yj+(y,y):
= (Vo) o) = x| +] 2|

siastfel | x Ty [[<[Ix[[+][y].
Observatie. Pe spatiul liniar R" aplicatia
(x,y)z ¥y iy X"y

Este un produs scalar care genereaza norma euclidiana

Ixl= Vo P+ (2 F ot (&)

care la randul ei genereaza distanta euclidiana

d(x,y)z \/(x1 —yl)2 +(X2 —y2)2 +....+(x” —y")z.

Vecindatati
Definitie. Fie ( X, T ) un spatiu topologic si x € X. V' < X se numeste cevinatate pentru x
daci existd T o multime deschisa astfel incit x € X ¥ .Vom nota cu v(x) multimea

vecinatatilor punctului x.



Observatie. In cazul dreptei reale cu topologia euclidiana, orice multime V ce contine x € R
si pentru care existd un interval deschis ( a,b ) inclus in V care il contine pe X, este o
vecinatate a lui x. Exemple de vecinatati pentru X ar fi multimile de forma (x —e ,x +¢)
pentru orice e > 0.

Propozitia. Fie ( X, T ) un spatiu topologic siT <X, T #¢.

Multimea T este deschisa daca si numai daca este vecinatatea pentru fiecare punct al sau.
Demonstratie : Din definitia de mai sus este evident cd orice multime deschisa este

vecinatatea pentru fiecare punct al sau. Reciproc, daca T e v(x) pentru orice x € T atunci

pentru fiecare x € T exista Tx € T astfel incat x e 7x — T. De aici rezultd T= U Tx sideci T

xeT
este deschisd fiind o reuniune de multimi deschise.
Definitie. Fie ( X, T ) un spatiu topologic si A < X, multimea arbitrara.
Atunci definim :
l.interiorul lui A ca multimea acelor puncte x € X pentru care A este o vecindtate a lui x,
adica
OA:{xeX:(EI)Vev(x):VCA} ;
2. exteriorul lui A ca multimea acelor puncte x € X care sunt puncte interioare pentru
complementarea lui A, adica
ExtA = {xeX:(EI)Vev(x):Vc A} ;
3. frontiera lui A ca multimea acelor puncte x € X care nu sunt nici puncte interioare nici

puncte exterioare pentru A, adica
FrA={xeX:(YV ev(x):V nA %4,V NCA = ¢};

4. aderenta lui A ca multime acelor puncte x € X cu proprietatea ca orice vecinatate a lui x

contine puncte din A, adica

A={xeX:(VlVev(x):V nA =g},
5. multimea punctelor de acumulare ale Iui A ca multimea acelor puncte x € X cu

proprietatea ca orice vecinatate a lui x contine puncte din A diferite de x, adica

A={xeX:(VlV ev(x):V nA\{x}= ¢},
6. multimea punctelor izolate ale lui A ca multimea acelor puncte x € X pentru care exista o

vecindtate V cu proprietatea ¥ N A = {x}, adica



EA={xeX:@WV ev(x):VnA={x} }

Observatie. Din definitia precedenta rezultd imediat :
1. 10% cAc A;
2. ExtA = CA;
3. AUExA U FrA = X;

4. A=AUFrA=A UIzA.
Propozitie. Fie ( X, T ) un spatiu topologic si A < X.

Atunci :
1. A este deschisa daca si numai dacad A = A;

2. A este inchisd daca si numai daca A = A;
Demonstratie :

1. Daca A este deschisa din propozitie A este vecindtatea pentru fiecare punct al sau si
. o . . . . 0 .
deci A — A cum incluziunea reciproca este evidentd, avem ca A = A Reciproc, daca

o o
A = A atunci pentru fiecare x € A existd o multime deschisa T, cu proprietatea
4 . 0
xeT cA,deunderezulta Ac UT c A,sicum A=A vomavea A= U T, ceea
xeA xeA

ce conduce la faptul cd A este deschisa fiind reuniune de multimi deschise.

2. A este inchisa daca si numai daca CA este deschisa, ceea ce este echivalent, in baza

punctului precedent, cu C°A =CA.Dacd C°A=C A.

Intr-adevar
xec?%<:>(EI)V€V:VﬁA=<:>(EI)VeV(x):VCCA<:>erHA=C0A

Prin urmare A este inchis daca si numai dacd CA = CA, adicd A4 = A.
Siruri 1n spatii topologice
Definitie. Fie ( X, T) un spatiu topologic. Se numeste sir in X o aplicatie f: N — X.

Observatie. Vomnota f (n ) = x,, si In continuare, sperand ca nici o confuzie nu este

posibild, vom identifica un sir prin valorile acestuia si il vom nota (x,, ).
Definitie. Restrictia unui sir (x, ) la orice parte infinitd N, c N se numeste subsir al sirului

(x,).Dacd N, = {k,,k,,.....k,,.... } vom utiliza notatia (x,, ).



Definitie. Fie (x, ) un sir X. Vom spune cd (x, ) este convergent daca (El)x e X astfel incat
(YW ev(x)3n, eN:x, eV(V)n=n,

x € X se va numi limita sirului (x, ) si vom scrie limx, = x.

H—»00

Observatie. Daca X este un spatiu metric atunci un sir (x, ) este convergent la x € X daca
(V)e>0(3)n, eN:d(x,,x)<e(v)n>n,
Daca X este un spatiu normat atunci un sir (x, ) este convergent la x < X daca
(V)e>03)n, e N: IIx, —xII < e(Vn > n,).
Definitie. Fie ( X, d ) un spatiu metric. Sirul (x, ) se numeste sir fundamental ( sir Cauchz )

daca

(V)e>03)n, eN:d(x,,x,)<e(V)n,m>n,

Observatie .In cazul unui spatiu normat conditia ca un sir (x, ) sa fie un sir fundamental se va
scrie
(V)e > O(El)n0 eN:IIx, —x, I < e(‘v’)n, mzn,
Propozitie. Orice sir convergent In ( X, d ) este un sir fundamental
Definitie. Un spatiu metric se numeste complet daca orice sir fundamental este convergent.
Un spatiu prehilbertian complet se va numi spatiu Hilbert.
Un spatiu normat complet se numeste spatiu Banach.
Teorema. R si R" sunt spatii metrice complete.
1.3. Siruri de numere reale

Generalititi

In conformitate cu sectiunea precedenta, prin sir de numere reale vom intelege o aplicatie f:
N — R si 1l vom nota (x, ).Vom spune ca (x, ) este convergent daca (El)x € R astfel incat :

(V)e > O(El)n0 eN:Ix,—xI < e(‘v’)n >n,
Vom spune cd x este limita sirului (x, ) si notam x, — x. Un sir care nu este convergent se
numeste divergent.
Vom spune cd un sir ( x, ) tinde la infinit §i notam x, — oo daca :

(‘v’)A(EI)n0 1X, > A(V)n >n,

fn mod analog x, — —o0 daci :

(‘V’)A(El)no 1x, < A(V)n > n,



Sirul (x, ) se numeste sir fundamental sau sir Cauchy daca :
(‘v’)e > O(El)n0 eN:Ix,—x,I<e(Y)n,m>n,
R este un spatiu metric complet, adica un sir de numere reale este convergent daca si numai

daca este sir fundamental.

Definitie. Un sir (x, ) se numeste crescator ( resp. Strict crescator ) daca :

x, <X, (resp.xn <X, ), (V)n eN.

Un sir (x, ) se numeste descrescator ( resp. descrescdtor ) daca :

X, =X, (resp.xn >, ) (V)n eN.
Un sir se numeste monotom daca este descrescator sau crescator.
Definitie. Un sir (x, ) se numeste majorat ( resp. Minor) daca :
(El)a €R:x, <alresp.x, > a)(V)n eN.
Un sir care este atit majorat cat §i minorat se numeste marginit.

Definitie.Se numeste punct limita a sirului ( x, ) daca exista un subsir al lui (x, ) care are

limita x.Vom nota cu a(xn) multimea punctelor limita pentru ( x, ).Numerele :

limx, =supa(x, )limx, =inf a(x, )

Se numesc limita superioara ( respectiv inferioard ) a sirului (x, ).
Observatie. (x, ) este convergent daca si numai daca a(x, )= {x}.

Teorema. Orice sir monoton §i marginit este convergent.

Observatie. Reciproc, dacd un sir este convergent rezulta ca este marginit dar el nu este n
mod necesar monoton.

Observatie. In observatia precedentd am notat ca orice sir convergent este marginit. Reciproc
nu este insd adevarat.

Teorema. Sirul (q") este convergent daca si numai daca —1< ¢ <l1si

0 daca -1<g<l1

limg" = 5
n—® 1 daca g =1
Pentru g > 1 avem limg" = oo,iar pentru ¢ <—1 limg" nu exista.
n—oo n—0

Teorema. Daca P si Q sunt functii polinominale atunci :



0 daca grad P< grad Q
o daca grad R> grad Q si ab, >0

P(n)
=+ 0n)

—oo daca grad R> grad Q si a,b, <0

Z—O daca grad R= grad Q

0

Unde q, si b, reprezinta coeficientii termenilor de grad maxim a polinoamelor P si respectiv
Q.

Teorema. Sirul (en )n>1 e, = (1 + —j este stric crescator si marginit ( deci convergent ) si
>1, "

limita acestui sir se noteaza e ( constanta Iui Euler e = 2,71 ).
Propozitie. Fie (x, ) un sir de numere reale.
1. Daciexisti xe R gi (y,) un sir de numere reale convergente la zero astfel incat
Ix —x1 Syn,(V)n Zn,

Atunci (x, ) este convergent si limx, =x ;

H—0

2. mai general dacd exista (y,)si (z,) doua siruri de numere reale astfel incat :
z, <x,< yn,(‘v’)n > n,

silimy, =x limz, =x, atunci limx, =x ;

n—0 n—0 n—>0

3. dacd existd (y,) un sir de numere reale astfel incat :

X, 29, (Vnzn,si limy, =co atunci limx, =~ ;

Nn—»0

4. daca existd (y,) un sir de numere reale astfel incét :

x, <y, (Vn=n,si Li_l)lgyn =—00 atunci limx, =—oo.

n—o0

Siruri recurente

Definitie. Fie f: R — R. Vom numi sir recurent de ordin unu un sir (x, ) astfel incat x,,, se
exprima in functie de x, prin relatia de recurentd x,, = f(x,) si a cérui valoare initiala x,

este cunoscuta.



Teorema. Daca functia f'este continua si sirul (x, ) este convergentd atunci limita sa | verifica

ecuatia f (x )- x =0.
Reciproc, daca L este o solutie a ecuatiei f (x )- x =0 si functia f'este derivabila pe un interval

[l —a,1+a] ce contine x,si verifica.

sup ‘f‘(x) |<1

xell-a,l+a)
atunci sirul (x, ) converge la 1.
Definitie. Vom numi ecuatia de recurenta liniard de ordin p cu coeficienti constanti o relatie
Xpop — Xy —gX,y ) == A, X, = g(n)
unde a,....a, sunt constante si g este o functie reald datd.

O astfel de ecuatie se va numi omogena dacd g = 0.

Propozitie. Solutia generald a ecuatiei neomogene este suna dintre solutia generala v, a
ecuatiel omogene si o solutie particulard u, a ecuatiei neomogene.

In continuare vom restrange discutia la cazul sirurilor recurente liniare de ordinul intai si de
ordin doi. Vom lasa cititorului posibilitatea de generalizare.
Ecuatii de recurentd liniard de ordinul intdi.

Forma generala a acestor ecuatii este :
.
x,, —ax, = g(n), (a €ER )
Solutia generala a ecuatiei omogene asociate este :

v, =Ca"(C eR)

o o - . . o * . o . . o
Daca gasim o solutie particulard u, pentru ecuatia neomogena solutia ei generala va fi
o F C n.
x,=u,+Ca
Constanta C se poate determina daca este cunoscut primul termen al sirului, x,

Observatie.Solutia particulari u, pentru ecuatia neomogeni se determind in functie de forma

functiei G. Daca

gln)=r"P,(n)
Unde P,(n) este un polinom de grad k atunci vom ciuta . sub forma :

u, =r"Q,(n),dacir # a, unde Q,(n), este un polinom de grad k arbitrar ;

10



u, =nr"Qk(n),dacar=a.

Propozitie. Caz particular Daca g (n ) = b ( constanta reald ) atunci:

1. xnz(xo— b ja”+L, daca a #1;
l-a l-a

2.x,=x,+b,, daca a=1
Demonstratie Intr-adevir, cum suntem in cazul r = 1, P,(n)— b, vom avea situatiile :
l.a# 1 (adicd.a#r).Atunci u, = A ( polinom de grad zero, adici constanti ).El este o

solutie particulara pentru ecuatia neomogena, deci

A—ad=b= A= =x,=Ca" +

—-a 1-a
b

Apoi x, =C+—:>C=x0—i s1 astfel
l-a I-a

b ; b
X, =X, — a" +——
l-a l-a

2.a=1(adicia=r). Atunci u, = nA si el verificd ecuatia neomogena deci :

(n+1)4-nd=b= A=b=>x, =C+nb.
Apoi x, =C = x, =x, +nb.

Propozitie. ( Caz particular ) Daca g(n)=br" atunci :

b b »
l.x, =|x, - a" + f",daca a#r;
r—a r—a
b, -
2.x,=|x,+n—|a", dacaa = r.
a

Demonstratie. Intr-adevir, dacd a # r atunci u, = Ar" este o solutie particulard pentru ecuatia

neomogena, deci

n.

r

Ar' —aAr" =br" = A= =x,=Ca" +

r—a r—a

b .
= C=x,———, deci
r—a r—a

b b
X, =|x,— a" + r"
r—a r—a

- . * . . . -
Daca a=r atunci u, = na"A si cum el este solutia pentru ecuatia neomogena avem

Cum x,=C+

11



(n+1)a"™'A—na""'A=ba" = A = b = x, =Ca" +na""b.
a

Apot x,=C, deci

- B
x, =x,a" +nba"" =[xo +n—|a"
a

Ecuatia de recurenta liniard de ordin doi.
Forma generala a acestor ecuatii este :
Xpyy =Xy — bxn = g(l’l)
Solutia generala a ecuatiei omogene asociate depinde de solutiile 7 si r, ale ecuatiei
caracteristice asociate :
r*—ar—b=0.
( 1) Daca ecuatia caracteristica are doua radacini reale distincte 7 si 7, atunci solutia ecuatiei
omogene este :
v =Cr"+Cr,,C,,C, eR
(2 ) Daca ecuatia caracteristica are o radacina reald dublar=a/2
atunci solutia ecuatiei omogene este :
v, =(C,,C,n)a/2)',C,,C, € R.
(3) Daca ecuatia caracteristicd are radacinile complexe 7, =p (cos 6 +1isin 6 ) atunci
solutia ecuatiei omogene este :

v,=p"(C,cosn6+C, sinnf), C,,C, € R.

Observatie. Solutia particulari u, pentru ecuatia neomogeni se determini in functie de forma
functiei g. Spre exemplu :
1. Daci g este un polinom de grad k atunci vom ciuta solutia particulard u, sub forma
unui polinom de grad k daca 1 nu este radacina a ecuatiei caracteristice.

Daci 1 este rdddcina simpla a ecuatiei caracteristice vom pune u, =nQ , (n ), unde
Q,(n), este un polinom de grad k.
Daci 1 este rdddcina dubla a ecuatiei caracteristice vom pune u, =n>Q, (n ), unde
Q, (n), este un polinom de grad k.

2. Mai general dacig (n)=r1"P,(n)vompune u, =n”r"Q (n),

12



unde p este ordinul de multiplicare a lui r in ecuatia

caracteristica ( p = 0 daca r nu este solutia a ecuatiei

caracteristice ) iar Q este un polinom de acelasi grad ca si P.
Serii numerice

Definitie .Fic (a,) ., un sir de numere reale. Vom putea considera atunci un nou sir si
s hz!

anume (s,) _ ,unde

n>0 2

s, =a,+a, =a,+..+a

n

Numit sirul sumelor partiale asociat sirului (a, ), -Perechea formata din sirurile (a, )n20 si

o0
(s, )nzo se numeste serie de termen general (a, ) si se noteaza Zan.O serie se numeste
n—0

convergenti daci sirul sumelor partiale (s,) , este convergent. O serie care nu este

n>0

convergenta se numeste divergenta. In cazul in care o serie este convergenta se defineste

0
suma serie ca fiind lims, , acest numdr fiind notat tot cu Z a,.
n—®
n—0

Propozitie. Fie p € R. Seria z p" senumeste serie geometrica de ratie p. Ea este

n>0

< s Do . . 1
convergenta daca si numai daca | p| <1 si1n acest caz suma serie este —— .

I-p
1 __17n+1
Demonstratie. s, =1+ p+ p* +....+ p" = —"— pentrup # 1 si atunci existd
. 1 S Co < . C
lims, = — dacd si numai daca |p| <1.Dacap=1atunci s, =n+1 si deci seria este
n—>0 _p
divergenta.

Criterii de convergenta

Teorema. ( Criteriul necesar de convergenti ).

Fie Zan o serie de numere reale. Daca Zan este convergentd atunci lima, =0.

n—x0
n>0 n>0

Demonstratie : Fie s, =a, +a, +....+a,.Atunci a, =

n
n>0

rezultd cd exista lims, —s sideci Ilima, =s—s5=0.

n—>0 n—>0

Teorema. ( Criteriul general al lui Cauchz ).

-5, , Cum Zan este convergenta

13



Fie Zan o serie de numere reale. Zan este convergenta daca si numai daca

n>0 n>0

(¥)e>0(F)N e N astfel incat :

a,,+a,,+...+a |<e,(V)n2N,(V)p21.

n+l n+2 o n+p
Demonstratie : Sirul sumelor partiale (s, ) este convergent daca si numai daci este sir
Cauchz, adica :

(V)e>03)N e N: <e(Vn>N(V)p=1.

Spip =S

n

& (V)e>0@)N e N:la,, +..+a,,, |[<e(v)nzN(V)p=1.

° n+p

Teorema. Fie Zan 0 serie cu termeni pozitivi. Zan este convergentad dacd si numai daca

n>0 n>0

sirul sumelor partiale (s, ) este marginit.

Demonstratie. Daca Zan este convergenti rezultd ci (s, ) este convergent si deci el este

n>0
marginit.

Reciproc, cum s, —s, = a,,, >),avem ci (s, ) este monotn si cum el este marginit din

n

ipoteza el va fi convergent, deci Z a, este convergenta.

n>0

Teoremi. ( Criteriul de condensare ) Daci (a,) _ este un sir monoton descrescitor de

n=1

numere pozitive atunci z a, este convergentd dacd si numai daca Z 2%a Lo este

n>0 n>0

convergenta.
Demonstratie : Ambele serii sunt serii cu termeni pozitivi. In baza teoremei precedente
convergenta lor este echivalentd cu marginirea sirurilor sumelor partiale. Fie

s, =a,+a,+...+a,
— k
ty =a,+2a,+4a,+...+2°a,
aceste siruri.
( = ) Pentru K dat alegem n astfel incat n > 2* Atunci :
sn2a1+a2+(a3+a4)+....+(a + .+a2k)2

2kl oo

1 _ 1
25a1 +a, +2a, +...+2" lazk =Etk.

Daci (s, ) este marginit ca rezulta ci (¢, ) este marginit.

( < )Datnalegemk :n<2" Atunci :
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k —
s, <aq +(a2 +a3)+(a4 +as +a +a7)+....+(a2A ..... +a2h1_1)§ a, +2a,+4a,+...+2%a, =1,.

Cum (7, ) este marginit rezulta (s, ) este marginit.

. . C 1 < .
Corolarul. Seria armonica generalizata E — este convergentd daca si numai daca p > 1.
n

nx1

) .1 T . «
Demonstratie : Pentru p <0 avem hm—p # 0 si aplicand Criteriul necesar de convergenta

H—>0 n
seria va fi divergenta.
Daca p > 0, conform Criteriului de condensare, seria datd va avea aceeasi naturea cu seria :
> =% @)
2t
k>0 k>0

Care este seria geometricd si este convergenti daci si numai dacd 27 <1 adicip > 1.

Teorema. Criteriul I al comparatiei.

Fie z a, Z b, douad serii cu termani pozitivi. Presupunem ca existd N € N astfel incét

n=0 n=0

a, <b,(¥)n> N.Atunci :

1. Z b, convergenta = Z a, este convergenta .

n=0 n=0

2. Z a, este divergentd = Z b, este divergenta.

n=0 n=0
Demonstratie :

1. Putem presupunem cd a, <b, (V)n € N. ( Neglijand primii N termeni din ambele serii

nu se modifica natura acestora ).Daca z b, convergentd rezulta cd sirul sumelor

n>0

partiale ale acestei serii este marginit si cum a, <b, vom avea cd sirul sumelor partiale

ale seriei z a, este marginit, deci aceasta serie este convergenta.

n=0

2. Presupunem Z b, convergenta. Rezulta, din punctul precedent, ¢ seria z a, este

n>0 n>0
convergenta, ceea ce este In contradictie cu ipoteza.

Teorema .Criteriul al 1l-lea al comparatiei.

. . L o d .
Fiind date seriile Z a, b, a,20, b,>0,daca existd lim—-=1/¢€ (0,0) atunci cele

>
n—
n=0 n=0 b n

doua serii au aceeasi natura.
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Demonstratie : Daca :

%—)l:(ﬂ)NeN:%—l— <—(Ym=N

n n

adica ~ <% <3 (W) N,
2 b 2

n

< < < < 3l .
Daca presupunem acum ca z b, este convergenta rezultd z —b, este convergenta si

n>0 n=0

A I . 3/ - g
aplicand Criteriul I al comparatiei, cum a, <—»,, avem ca Z a, este convergenta.
H > n 2 n’ n,

n=0

< “ . - . 1 . s
Daca presupunem ca Z b, este divergenta atunci Z —b, este divergenta si Criteriul I al

n=0 n=0
A . . . 1 < . <
comparatiei Impreund cu inegalitatea Eb” < a, conduc la faptul ca Z a, este divergenta,
n=0
ceea ce incheie demonstratia.

Teorema. Criteriul lui Abel.

Fie Z a, o serie de numere reale avand sirul sumelor partiale marginite. Daca (a, )nzo

n=0

este un sir de numere reale monoton descrescator si convergent la zero atunci Z a,a,

n=0
este convergenta.

Demonstratie : Fie s, =a,+a, +....+a,
Conform ipotezei (3)M > 0: | s, |S M,(V)n e N. Atunci :

+..+a _.a

| an+lan+l . n+p~“n+p |=

= | an+1 (Sn+1 _Sn)+ an+2(sn+2 - Sn+1)+ et an+p (Sn+p - Sn+p—1) | =
= |_ an+lsn + (an+l _an+2 )Sn+1 t...+ (an+p—l _an+p )gn+p—l + an+psn+p |S
SM(I_ an+l |+| an+1 _an+2 |+'+| an+p71 _an+p |+| an+p |):

=M(an+1+a —-a,,+t..+ta

n+l n+2

an+p + an: + p): 2Man+1A

n+p-1 -
Fie acum e > 0.Cum a, — 0 rezulta ca :

(3)NeN:a,, <e/2M,(¥V)n > N.

n+l

Revenind obtinem :

|<e,(‘v’)n2N,(V)p21.

| an+lan+l to.t an+pan+p
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Criteriul general al lui Cauchz ne spune ca seria Z a, a, este convergenta.

n=0

Teoremd. Criteriul lui Leibniz. Daci (a,)  este un sir de numere reale monoton

n=0

- . . . o -1 o
descrescator si convergent la zero atunci seria alternanta z (— 1)" a, este convergenta.

n=0

Demonstratie : Aplicam Criteriul lui Abel cu a, =(~1)"" observand ca
s, =a, +a,+....+a, este 0 pentru n par si / pentru n impar, deci este marginit.

Definifie. O serie Y a, se numeste absolut convergentd dacd seria » | a, | este

n=0 n=0
convergenta.

Teoremada. Criteriul raddacinii al lui Cauchz.

Fie Z a, o serie de numere reale. Daca existd limz/|a, | =/ atunci :

n—0
n=0

l.dacal<1= z a, este absolut convergenta;

n=0

2.dacal>1 = Z a, este divergenta.

n=0

Demonstratie :

1. Dacal<1 rezultd caexistip:1<p<1.Cum %/la, | — [ obtinem :

(3N >0:(Y)n>N:4/la, |<p:>| a,

Utilizand Criteriul I al comparatiei, comparand cu seria geometrica, se obtine ca seria

<p"

Z | a, | este convergentd, deci Z a, este absolut convergenta.

n=0 n=0

2. Dacal> 1rezulta cd existir:1>r> 1. In mod analog aceasta va conduce la

| a, | >r".Dar r" — oo sideci a, nu tinde la zero. Criteriul necesar de convergentd ne

spune ca Z a, este divergenta.

n=0

Teorema. Criteriul raportului al lui d’Alembert.

- . Ay ey @ .
Fie Z a, o serie de numere reale nenule astfel incat exista 11m| Sl | =/ atunci :

n—>00
n=0 a,

1. dacil<Il= z a, este absolut convergenta,

n=0

2.dacal>1 = Z a, este divergenta.

n=0

17



Demonstratie :

I lim| 22 |=i<1=@)p:l<p<lsi @AN>0: | = | < p,(V)n> N.Deci
n—0 an an

| Ay | < p| a,
2
| Ay |<p| Ay |<p | ay |
Continuand rationamentul se obtine :
| @, [<p"[ ay |
N+p p N
Aplicand acuma Criteriul I al comparatiei, comparand cu seria geometrica, se obtine ca

Z a, este absolut convergenta.

n=0

n—>0

2 lim| &L | =/ >1 = @) :l>r>LEN>0:| 2L |> 1, (V)n> N.Casi mai sus
a a

n

avem| ay., |<rp| ay

, deci, a, nu tinde la zero si din Criteriul necesar de

convergenta va rezulta ca Z a, este divergenta.

n=0
Aplicatii economice
Matematici financiare

Problema 1. Dobéanzi

O unitate plaseaza un capital de S, lei pe o duratd de t ani. Dobanda anuald fiind notata cu

1, unitatea va primi la sfarsitul contractului suma :

S=S8,(1+rt) daca dobanzile nu sunt cumulate;

S1=S, (1+r)’ daca dobanzile sunt cumulate anual si se capitalizeaza

1.Evaluati diferenta S1 - S (dacart<1).

2.Anul este divizat in n perioade de aceeasi durata. Doband relativa la fiecare perioada este

presupusa proportional cu durata perioadei.
(‘a) Calculati suma primitd S» daca dobanzile sunt calculate la sfarsitul fiecarei

perioade si se capitalizeaza ;

(b)) Aratati cd Sn tinde crescdtor la o limita si determinati aceastd limitd cand n tinde

la infinit.

Solutie.

LS -5=5[1+r) —(1+rt)]=SOHI+§r+ t(tz_l)rz +rze(r)j—(1+rl)} ~S,—S=

18



r?, cand e(r)— 0.

(t-1)
= So
2
2. (a) Durata contractului este deci divizat in nt perioade. Dobanda relativa la fiecare

perioada este egala cu ~ Deci S, = So(l + ij .

n n
n ln[1+£] . 7 . . .
(b) S, =Se "/ . Functia f (x) =txIn| 14+ — | este crescdtoare si prin urmare
X
S... >S,.Pe de alta parte pentru x mare

ln[l + 1) =L deci f(x)—> rt, astfel S, — S,e".
x) x

Problema 2.
O suma S este Tmprumutatd cu o dobanda lunara i. Suma este rambursata 1n rate lunare. La
sfarsitul lunii p debitorul plateste :

- 0 parte m , din suma ;

- dobanda lunara pe suma nerambursata la inceputul lunii p.

Sé se determine m , in functie de S,i si n astfel incat cele n varsaminte lunare 7, sa fie egale.

Determinati apoi valoarea fiecarui varsamant lunar cunoscand S.i si n.

Solutie.
Vl=ml+iS,V2=m2+i(S—ml),V3=m3+i(S—ml—m2)....
-1
V,=m, +i(S—Zp: m, ),(V)p =1,...,n
k=1
Atunci
p-l p=2
szVp_1<:>mp+i(S—z m, )=mp_1+i(S—Z m, ),<:>
k=1 k=1
om,—im,, <m,=1+in,, =>m, =1+i)"m,
. a - - [+i) —1 iS
Deci S = =m, = Leif = m, de und
eci Zk; m,=m,=m, ;( i) )= e unde m, (+i) -1 1
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. , iS o o (w2)
Apoi, (V)p V, =V, =m, +iS = +iS =iS ~— L
poi, (V)p ¥, =y =m +3 (1+i)"—1+l R

Echilibru pe piati
Problema 1.

Cantitatile de cerere QOc, si de ofertd Qo,, ladatat(t € N), ale unui anumit bun variaza in

functie de pretul sau P, dupa modelul :

5 daca 0<P, <%

Oc, = 3—1 daca lSE <2
P 3

t

0 daca 2<P,

t+1
2 daca 2< P

t+1

P, daca 0<P, <2
Qo, =

1.Sa se scrie ecuatia de recurentd verificatd de P, atunci cand piata este 1n echilibru ;

: ;
2. (a) Aratati ca sirul ( P ) nu poate admite decat doua limite /, si /,;
(b ) Puneti ut’P’—-'_l1 si rezolvati ecuatia de recurenta verificata de sirul (u,);
t 2
(¢ ) Deduceti ci piata admite un pret de echilibru independent de P, € R..
Solutie.
1. Daci P, €(0,2) atunci Qo, = P, este diferit de 0 si 5, deci avem echilibru

Qc,=Qo, = % —1 siastfel P e[t/ 3,2). Atunci Qo, = P, este diferit de 0 si de 5 si

1

vom avea echilibrul Oc, = Qo, = % ~1si P, c[l/ 3,2).Prin inductie vom avea
1

P, [1/3,2).5i conditia de echilibru devine P, = % ~1.

t

Dacd F, [2,00). atunci Qo, = 2 este diferit de 0 s1 5 s1 vom avea echilibru

Qc, =00, = i —1 siastfel P e [1/ 3,2). Analog ca si mai sus se obtine conditia de echilibru
1

R—l ZE—I.

In toate cazurile P verificd ecuatia de recurenta :
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2
Pa=> +1,(V)t>2.

t-1

2.

3. (a) Limita 1 posibila va verifica ecuatia [ = % siastfel /, =/ sau [, =-2.
+

_2-P -1

A-1_ _
P+2 2 5 2+2P,+2

(b) u, =

(c)Cand t > o,u, - 0,deci P —1.
Problema 2.
Cantitatile de cerere Qc, si de ofertd Qo, la momentul t, ale unui anumit bun variaza in
functie de pretul sau P dupa modelul
Qc, =a—bP,
Qo, =c+dP_,

Undea,b,d € Ri ,larce Rj . Sa se studieze echilibru acestei piete.

Solutie : La echilibru Qc, = Qo, deci

a—bE=c+dPH<:>bP,+dPH=a—c<:>Pt—£—%jPH=a;C
Aplicand Cazul particular obtinem
a-c a—c
P= po_Ld (_ij +Ld=(po_ﬂj(_£j La-c
1+ b 144 b+d b b+d
b b
a-c

Atunci pentru d <b piata admite un pret de echilibru egal cu Wk independent de F,.
+



Capitolul 2. Aplicatii ale derivatelor

Preliminarii
Functie reala.Definitie
Definitie.Se numeste functie reald de o variabila reald o aplicatie Intre doud multimi (numite
domeniul de definitie s1 domeniul de valori) care pot fi multimea R a numerelor reale sau
submultimi ale lui R.
Pentru o functie de la R la R vom utiliza notatia

f'R—>R

x—f(x)

f(x) este numit imaginea lui x prin functia /-
Domeniul de definitie
Vom nota cu D multimea numerelor reale ce au o imagine prin aplicatia f adica multimea
acelor numere x pentru care f{x)se poate calcula.
Graficul unei functii
Fief:DcR—>R

x—y=fx)
Pentru a construi graficul functiei f vom considera un sistem de axe rectangulare in plan.

Pentru fiecare x, € D cuplul (x,, f (xo) poate fi reprezentat de un punct F, de coordonate x,

si f (x0 ) .Ansamblul de puncte F, este numit graficul functiei f si se reprezintd printr-o curba

P.

\
o | e P E s oA i P S i
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Compunerea i inversarea functiilor
Fie f : A—B, g : B—C doua functii astfel incat domeniul de valori a lui f'sd coincida cu

domeniul de definitie a lui g. Atunci se poate considera functia compusa s=gof: A—C h(x)

—2(/(%)), (xed.
Definitia Fie f: A—B
1. f se numeste injectiva daca f,, = f,, = x =x,
2. f se numeste surjectivd dacd (V)y e B(@)xed: f(x)=y ;

3. f se numeste bijectiva daca este injectiva si surjectiva.

Definitia Fie f: A—B o functie bijectivd. Vom putea defini inversa lui f,ca fiind acea functie

/"B — A definitd prin : ' (y) este egal cu acel unic x cu proprietatea :
Ax) =y,adica
rer'lom=y  (MyeB
Fesl=x  (V)xed
Observatia. Graficele functiilor fsi /' sunt simetrice in raport cu prima bisectoare.

b4

= x

Functii monotone si functii marginite
Definitie. Fie f: D—R. Functia f'se numeste :
1. monoton crescatoare pe D dacd x,<x, = f(x,) < f(x,)
2. strict crescatoare pe D dacd x,<x, = f(x,)<f(x,)
3. monoton descrescator pe D dacd x,<x, = f(x,) = f(x,)
strict descrescator pe D dacd x,<x, = f(x,)> f(x,)

monotona daca este monoton crescatoare sau monoton descrescatoare

SANERAU

strict monotond daca este strict crescatoare sau strict descrescatoare.
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Definitia. O functie /' : D—R se numeste:
1. marginita superior dacad (V)M e R: f(x)SM(V)xeD;
2. marginitd inferior daca (V)meR: f(x)>2m(¥Y)xe D ;
3. marginita daca este atat marginita superior cat si marginita inferior.
Functii periodice
Definitia f: R— R se numeste periodica de perioada T # 0 dacd fix+7)=f(x) (V)xe D.
Observatia (V)n e N* nT este perioadd pentru /. Daca existd o cea mai mica perioada strict
pozitiva aceasta se numeste perioada principald. Va fi prin urmare suficient ca studiul lui f'sa
fie facut pe un interval de lungime céat perioada principala.
Functii pare, functii impare
Definitia f :'R—R se numeste para daca f{x)=f{-x)
f:R—R se numeste impard daca f{x)=-f(-x)
Functii uzuale

Functia exponentiald

J 1 R=(0,0) fix)=e"

Functia exponentiala este strict crescatoare, bijectiva, nemarginitd. Sa mai notdm ca

lime® = si lim e =0 (limita unei functii va fi studiata in sectiunile urmatoare).

X—0 X—> —0

Functia logaritmica
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Functia exponentiala fiind bijectiva va fi inversabila si inversa ei va fi numita functia
logaritmica.

In : (0,00)—>R

(1,.0) x

Aceastd functie este strict crescatoare,nemarginita,

limlnx=-0 ; [imlnx =

X—>0 X—>0

Din faptul ca functia exponentiala este inverse functiei logaritmice avem:
Inx

e =x; Ine* =x
Din proprietatile functiei logaritmice retinem:
Inab=Ina+1nb

mE=nag—Inb
b

Ina’ =blna
Observatia. Dacd a> 0, a # 1 se poate defini functia exponentiala in baza a, f': R—(0, o)
flx)=a" unde a* = e .Inversa acestei functii va fi log,:(0,0) — R.
Functia sinus
sin : R— R este marginitd, avand valori cuprinse intre -1 si 1, este periodica de perioada

principala 27 .

Considerand sin : {— % . %} - [—1 , 1] se obtine o functie bijectiva.



Functia arcsinus
Functia arcsinus este inversa functiei sinus.

arcsin : [-1, 1]— [—%,%}

Din faptul ca arcsinus este inverse functiei sinus avem

sin(arcsin x ) =x ; arcsin(sin x ) = x.
. . . . . . T
Observatia Functia cosinus nu necesitd un studio aparte deoarece cos x =s1n(3 -X)

sin’ x+cos*x=1
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sin 2x = 2sin x cos x
_ 2 2
c0s 2x = cos” x—sin” x
Observatia La fel functia arccos : [-1 , 1]—[0, ©] nu necesita un studiu aparte deoarece:

T .
arccos x = E —arcsin x

Functia tangenta

tg:D—>R tgx= S

cosx
D=R\{x:cosx=0} =R\ {@ ; keZ}
Functia tangenta este periodica de perioada principald & si este nemarginit.

. T T . - e e
Functiatg : (- E ’E )—R este strict crescatoare,nemarginita si bijectiva.

Functia arctangenta

Functia arctangenta este inversa functiei tangente.

arctg : R—(-n/2, n/2)
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Functia arctangenta este strict crescatoare,marginita si:

T T
limarctg x = E ; lim arctg x = 5

X—>0 X—> —0

Observatia Functiile cfg si arctg nu necesitd un studio aparte deoarece:

ctngtg(%—x)

V4
arcctg x = 3 arctg x

Limita si continuitate

Limita unei functii intr-un punct

Consideram multimea R = R U {~0,00}.

Vom numi interval deschis in R multimile de forma:

(a,b) = {xeﬁ : a<x<b} ;

(a,0] = {xeﬁ i a<x<o© };

[-00,a) = {xeR : —oon<a}

unde a,be R ,a<b.

Prin vecinatate (in R ) aunui punctx € R se intelege orice multime V R cu proprietatea ca

include un interval deschis ce contine punctual x. In conformitate cu prima sectiune a

capitolului precedent vom defini multimile deschise in R ca fiind acele multimi ce sunt

vecinatati pentru fiecare punct al lor. R devine astfel un spatiu topologic numit dreapta reala

incheiata iar topologia construita va fi numita topologia dreptei incheiate.

Definitia Fie f: DcR— R siae D’ (punct de acumulare pentru D 1n R ).Se spune ca functia

fare limita [ € R in punctual a daca:
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(W) ve v () )UeV(a) : (V)xeDn U\a}= flx)eV.

si vom scrie lim f (x) =1.

xX—a

Observatia 1. In cazul 4,/ €R definitia de mai sus este echivalentd cu :
(V) e>0 (@) 5>0 : (V) xeD 0<fx—d<5=|f(x)-1|<e;
2. Daci a = 0,/ €R definitia de mai sus devine :
(V) e>0 (@) M>0 : (V) xeDx>M =|f(x)-l<e;
3. Daci aeR , [ = oo functia fare limita / in punctual a daca si numai daca :
(V) M>0(3)6>0 : (V) xeD 0<|x—d|<5= f(x)>M ;
4. Daci [ = o, a = oo functia f are limita / in punctual a daci :
(V) M>03)M >0 : (V) xeDx>M = f(x)>M ;
5. Definitia se va putea scrie intr-un mod similar cand a = —oosau /= —o.
Teorema (Heine)
Functia f: D= R— R are limita /e R in ae D daci si numai dac :
(V)x,) (x,)c D-{a} x, > a= f(x)—>1.

Exemplu. Sa se arate ca |imsinx nu exista.

Solutie : f{x) = sin x

Alegem x, =nz - f(x,)=0-0
_ r
Mai alegem yﬂ:2n7z+5—>°0 f)=1-1

Rezulta ca functia fnu are limite in punctul a = o.

Definitia. Fie f :Dc R—R si @ un punct de acumulare pentru A = {xe D : x < a}.Se spune

ca functia fare limitd la stinga in punctul a egald cu / daca restrictia lui fla 4,1 | ., »are limitd
[, in punctul a.

Vom scrie : [im f (x) =/ care uneori va finotata sif (a- 0 ).

xX—a
x<a

In mod analog se va defini limita la dreapta a unei functii intr-un punct,notat :

I, = lim f(x)= f(a+0).
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Teorema. Fie f: DcR—R ,ae D' cu proprietatea ci fare limite laterale in punctul a.Atunci
urmadtoarele afirmatii sunt echivalente :
1. fare limita in punctul a ;
2. 1im f(x)=1im /(x)
r<a o

Mai mult in acest caz avem:

lim /(x) = lim £ (x) = lim £ (x).

Exemplu. Pentru ce valori ale lui & functia f: R—>R
2x> —kx+1 daca x<3

3x—8 daca x=>3

)=

are limita in punctul x = 3.

Solutie :

lim f (x)=lim £ (x).

x<3 i:;:;
lim £ (x) = lim £ (x)2x* —kx +1)=18 =3k +1=19 -3k
x—3 x—3

x<3 x<3

lim f(x)=1im f(x)3x-8)=9-8=1=19-3k =1k =6.
x—3 x—3
x>3 x>3

Propozitia. Fie P si Q doua functii poliomiale. Vom nota cu a, si b, coeficientii termenilor de

P
grad maxim din P respectiv Q si vom nota cu /= limﬁ Avem:
X—>00 X
1. Daca grad P <grad Q atunci /=0
2. Daca grad P = grad Q atunci / = % ;

0

3. Daca grad P > grad Q si a,b, >0 atunci/ =0

4. Daca grad P> grad Q si a,b, <0 atunci/ = -o.

Propozitia
sin x 1
1. lim =1 2. lim (1+x)r =e
x=>0 X x—0
3. hma _1:1na 4. hmmzr
x—0 X x—0 X
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x—0 X

=1.

Continuitatea functiei de o singura variabila

Definitie. Fie f: D< R — R, a € D Functia fse numeste continui in punctul ¢ dac :
(V) ver(fla) QUere) : (VxeDnU= f(x)eV
Observatie. Aceasta definitie se poate scrie in urmétoarea forma echivalents :
(V)e>03)5>0 : (Y)xeD : ‘x—a|<5:|f(x)—f(a]<e
Observatie. 1. Daci ae I_D atunci feste evident continui in .

2. Daci ae D N D atunci f este continui in a daca (3)1im f(x)= f(a).

X—a

Teorema (Heine). Fie f : Dc R — R,a € D .Functia f este continud in a daca si numai daca :
(v)(xn) (xn)c D xn —>a= f(xn)_> f(a)

Teorema (Weierstrass). Daca /' /a,b]—R este continud atunci ca este marginita si isi atinge
marginile.
Definitie. Fie /- [a,b]—R. Se spune ca f are proprietatea lui Darboux pe /a,b] daca pentru

orice punct x, < x, din /a,b] si oricare ar fi y situate intre f(x,) si f(x,) existd cel putin un

punct x € (xl , xz) astfel Incat f(x) = y.
Teorema. Orice functie continud pe un inteval are proprietatea lui Darboux pe acel interval.
Asimptote

Definitie. Fie /: D—R. Daca (3)a € D' astfel incat Jim f(x) este egald cu + oo sau — oo

atunci vom spune ca dreapta x = a este asimptota verticald la stanga pentru f-

In mod analog daci 1im f (X) este egald cu + o sau —oo vom spune ca dreapta x = a este
xX—a
x>a

asimptota verticala la dreapta pentru f.

Definitie. Fie f: D—R. Dacid © e D' si existd lim f (x) =1[ € R ,atunci vom spune ca dreapta y

X—>0
= [ este asimptota orizontala spre + oo a lui £, In mod similar dacid —ooe D' si

(EI) lim f (x) =] e R vom spune ca dreapta y = [ este asimptotd orizontald spre —oo pentru f.
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Definitie. Fie f: D—»R, 0 D' Daci exista 1imM =meR" si (El)lim (f(x)— mx) =nekR

x—o X X—>®0
atunci dreapta y = mx + n se numeste asimptota oblica spre + oo .
In mod analog se va defini asimptota oblica spre — .
Functii derivabile

Definitie. Fie f : Dc R — R,x, € D " D".Se spune ci functia f'este derivabild in punctul x,

daca exista si este finitd limita

lim f(x)_f(xo)

X=X, X=X,
Aceasta limita se noteaza f (xo) si este numitd derivate functiei f in punctual x,.

Observatie. Uneori se utilizeaza notatiile : Ar =x—x, , Af = f(x)- f(x,) si atunci

YR
S ()= lim =~
Dacd y = f{x) vom folosi si notatiile :
, \ dy df
= X)=—=—,
v=fe)="o=—
Tabel de derivate
1. (C')z 0 , C constanti reals;
2. (x“) =ax“" , aconstantireald, x e (O,oo) cel putin:
: . . 1
3. (log, x) = , a>0,a#1 , x>0inparticular (Inx) —.
xlna X
4, (a’“) =a’lna ,a>0,a#1,xe R in particular (e’“) =e".

5. (sinx) =cosx , xeR

6. (cosx) =—sinx , xeR

7. (tgx)' = coiz e cosx#0

g (ctgx) = — 12 , sinx#0
sin” x

9. (arcsinx) = , xe(=11)
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10. (arccosx) =— , xe(=11)
1-x*
11. (arcrgx) = ! , XER
1+ x?
12. (arcctgx) = ! , XER
1+ x?

Observatie. Formula (2) in cazul in care @ = / ne va da (x) =1 valabild pentru x € R.

Formula (2) poate fi folosita la derivarea unor radicali,dacd mai notam faptul ca

1 . l 1
K/x = x* .Spre exemplu : (\/;) =(x%) = %x 2

1
2y
Reguli de derivare

Teorema. Daca functiile ;g - [—R (/ interval din R) sunt derivabile pe 7 atunci functiile f+g,

fe, f-g, i ( daca g(x)#0 , xe I ) sunt derivabile pe [ si :
g

L(f+e)=r+g
2.(f-g)=f-g
3.(/¢) =g+ /g
g g
Observatie. Un caz particular al formulei (3) este cazul in care g este o functie constanta g —

C. Atunci vom avea (Cf) =C- .

Derivarea functiilor compuse
Teorema. Daca functia u : I—J este derivabild pe [ si functia /' J—R este derivabila pe J

atunci functia fou:l — R este derivabila pe 7 si

Diferentiala unei functii

Definitie. Fie f: Dc R — R si x, € D" D'. Daci f'este derivabild in x, atunci vom numi
diferentiala functiei f in x, aplicatia liniard notatd d_,f definita prin :

d,f :R—>R
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(dof)h =1 (x) .
Observatie. Convenim ca diferentiala functiei f* in punctual x sa o scriem ca produsul dintre
aplicatia dx (diferentiala aplicatiei identitatea) si numirul real f (x) .Astfel :

df= f(x)dx
ceea ce justifica Intr-un fel si notatia :

: d
F)-=
Teorema (Teorema lui Rolle). Daca f: [a,b]—R este continua pe [a,b],derivabila pe (a,b) si
fla) = f(b) atunci (I)e  (a,b) astfel incat £ ()= 0.
Teorema (Teorema cresterilor finite a lui Lagrange).
Daca f: [a,b]—R este continud pe [a,b] si derivabila pe (a,b) atunci (El)e € (a,b) astfel incat :
f(b)=1(a)=(b-a)f (e)
Coloral (Consecinte ale teoremei lui Lagrange)
1. Singurele functii cu derivata nula pe un interval sunt constantele ;
2. Daci f >0 ,(f <0)atunci f este monoton crescitoare (respective monoton

descrescatoare) pe intervalul /:

3. Daci f este continui pe intervalul 7, derivabila pe 7 —{x,} si (3)1im f (x) atunci

XX

(3)/ (%)= 1im £ (x).

Teorema (Teorema de medie a lui Cauchy)
Fie fg: [a,b]—R , continue pe [a,b],derivabile pe (a,b) si g'(x) #0, (V)x € (a,b). Atunci
(3)c € (a,b) astfel incat :

Teorema (Regulile lui L Hopital)
Fie fig: (a,b)—»R (-~ <a<b<w) derivabile,cu g'(x)#0,(V)x € (a,b) cu proprietatea ca

(El)hm f:(x) =/ . Atunci :
x—a g (x)
1. Daci lim f(x)=1im g(x)= 0 atunci (E)IimM =1
x—a x—a x—a g(x)
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/()

2. Daci [im g(x)=c0 atunci (3)lim < =0.
x—a x—a g(x)

Derivate de ordin superior

Definitie. Fie f: Dc R - R si x,e DN D .Daci (3 eV(x,) astfel incat f derivabila pe
Vsi f este derivabild in x, atunci vom spune ci functia f este derivabild de doui ori in
x,.In acest caz derivate lui /" in x, va finotatd f"(x,) sau f (2)(x0) s1 este numita derivate
de ordinal doi a functiei f in punctul x,.

Prin inductie se defineste derivate de ordin 7.
Definitie. O functie f: /—R ({ interval) se numeste convexa pe I daca

(‘v’)xl,x2 € I,(‘v’) te [0,1] avem

f[(l _t)xl +tx2] < (1 —t)f(x1)+tf(x2)
Functia f'se numeste concava pe intervalul / daca functia —f este convexa pe /.

Teorema. Fie f: >R (Ic R interval) derivabild de doua ori pe /. Atunci :

1. feste convexa daca si numai daca f'(x)>0 ,  (V)xer
2. feste concava dacd si numai daca f'(x)<0 ,  (V)xes

Definitie. Fie f: /=R continud. Un punct x € [ se numeste punct de inflexiune pentru f'daca
(3Xa,b)c I,x, € (a,b) astfel incat f'sd fie convexi pe (a,x, ) si concava pe (x,,5) sau invers.
Formula lui Taylor si aplicatii

Formula lui Taylor

O functie f: D c R — R se numeste de clasi C' pe D notim f e C’ (D) daca este derivabild
pana la ordinal » inclusive si /" este continud pe D.

Fie [ [a.b]-R, f e C'[a,b] lexist] ™" pe(ab).

Sa consideram numarul 4 definit de egalitatea :

16)= fla)+ 2= )+ U ‘2!“)2 F@) ot = o) poaya,

unde pe N*, p<n+l1
Fie ' : [a,b] >R

F W)=+ 5 f'(x)+(b_2!x)2 P+t
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Observam ca F este continua pe /a,b/,derivabila pe (a,b) si F(b) = F(a).

Aplicand teorema lui Rolle obtinem ci existd ¢ € (a,b) astfel incat

F'(c)=0.Dar
FW)=1(0)-f W)+ f"<x>—2<bT;X> F@e P <b_> F0()
AT e (e) ey 4
Atunci
Fle)=0= = e plp -y 4
de unde |
A= (b‘p"—)n, - )

Revenind in egalitatea care 1l defineste pe 4 obtinem :

1b)= fla)+ 222 f'(a)+@ £ (@) o +@ F(a)+ (b—c)”:_*;(!b—a)” e

numitd formula lui Taylor de ordin #. Ea se mai poate scrie :

Teorema (Formula lui Tylor) Fie /- >R o functie derivabild de n + 1 ori intr-un punct

x, € | .Atunci :

unde

()= Al e 20 () B0 () B

2! n!

numit polinomul Iui Taylor de grad » atasat functiei f'in punctual x, si

R (x)= (x—c) _p ‘ ’SC %) 7o)

numit restul lui Taylor de ordin n unde C este situate intre x si x,.

Observatie. Daca p = I obtinem restul lui Cauchy :

R (x) _ (x - C)n (x - xo) f(”“)(c)

n n!
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iar pentru p = n + [ se obtine restul lui Lagrange :

)= (x(; jol))n;l 7o)

Formula lui Mac Laurin

Un caz particular al formulei lui Taylor este cazul in care se ia x, =0 obtindndu-se formula

lui Mac Laurin .

B X X’ X" ) X
f(x)= f(0)+1—!f (0)+7!f (0)+...e +;f (‘D*‘mf (c)
unde c este situate Intre 0 si x.
Propozitia. Avem urmatoarele dezvoltari :
2 n n+l
Loef—l+o+ v+ 4 o c<(0,x)
2 n o (n+1)
3 5 7 2k+1 2k+2
2. sinx=2-T 42X X 4 +(-1) al + > -sin(c+(k+1)7) : ce(0,x)
o357 2k +1)  (2k+2)
2 4 6 2k 2k+1
3. cosx=1-+Z X 4 +(-1) 2 -cos[c+(2k+l)£j . ce(0,x)
20 4 (k) (2k+1) 2
xZ x3 - xn ; xn+l 1
4. ln(x+1)=x—7+?— ..... +(=1) 7+(—1) 1 i+ : ce(0,x)

Demonstratie :
1. Daci f(x)=e" = f'(x)=e¢" si prin inductie se obtine f(")(x)— e'.

Atunci £(0)=1, £ (0)=1,....., £"(0)~1. Rezulta

2 n n+l

X X
e’ :1+F+_+""+

unde ¢ este situate Intre 0 si x.

2. Daci f(x)=sinx= f'(x)=cosx= sin(x + %)

Atunci f(x)= cos[x + %) - sin[x +2- %]

o . . . V4 .
Prin inductie se obtine " (x) = sm(x +n- 5) . Prin urmare

37



0 n=4k
1 =4k +1
7= ’
0 n=4k+2
-1 n=4k+3

de unde dezvoltarea dorita.

3. Daci f(x)=cos(x) atunci f'(x)=—sinx= cos(x + %) s1 prin inductie

F(x)= cos(x +n- %) Atunci :

1 daca n=4k

0 daca n=4k+1
—1 daca n=4k+2

0 daca n=4k+3

f(n)(o)_

de unde rezulta dezvoltarea dorita.

4. Amvizutcidacid f(x)=In(x+1) atunci prin inductie se

n—1
obtine £ (x)= L(nn—l) si de aici f (”)(0) =(~1)"(n—1) ! de unde dezvoltarea dorita.

(x+1)

Extreme locale.

Definitie. Fie f:1 — R,x, € [ .Punctul x, se numeste punct de maxim local pentru f'daca :

@erly)  f&)<fle)  (er

Punctul x, se numeste punct de minim local pentru f daca :
(EI)V € V(xo) : f(x) > f(xo) (V)x eV
Teorema. (Fermat) Daca f:/ — R este derivabild in punctual de extreme local x, € ]
atunci f'(xo) =0.
Teoremi. Daci f:1 — R este derivabild pe (n+1) ori in punctual x, [ si

F(x)=0, " (x) = 0serece. £, ) = 0, £ (x,) # O atunci :

l. n-2mygsi f (”)(xo)< 0 = x, este punct de maxim local ;

2. n=2mgi f (”)(xo) >0 = x, este punct de minim local ;



3. n=2m+1= x, nu este punct de extreme local.

Demonstratie. Conform formulei lui Taylor avem :

£ ) = ) gy Bmx T e

n! (n+1)

F(0)= 1xy)= ) 0 ) X750 oy

n! n+l1

Dar pentru x suficient de aproape de x, aceasta ultima paranteza are semnul lui

f (”)(xo) Astfel x, va fi punct de extreme local daci si numai daca n este par (cand (x —x, )’
pastreaza semn constant pe o vecindtate a lui x,),caz in care avem : daca f (”)(xo )>0 atunci
f(x)= 1 (x,)= 0 pe o vecinatate a lui x, si deci x, este punct de minim local ; daci

f (”)(x0)<0 atunci f(x)— f(x,)< 0 pe o vecinitate a lui x, si deci x, este punct de maxim

local.

Aplicatii economice

Rata marginala de substitutie

Fara a expune teoria unui consumator,vom spune simplu ca ea este fondata pe interpretarea
alegerilor unui individ presupus rational.

Vom reprezenta grafic anumite curbe de indiferentd,adica totalitatea combinatiilor de doua

produse A si B care 1i oferd consumatorului acelasi nivel de satisfactie ( deci aceeasi utilitate

agregata ).

Ur|=CT.

U1=CT.
U1=CT.

0 X

Spre exemplu vom da mai jos curba de indiferentd ce descrie totalitatea combinatiilor de doua
produse,ciocolata si branza,judecate echivalent de un consumator.

De exemplu consumatorul este indiferent la doua cosuri :
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300g ciocolata 100g ciocolata

cosul B: {

100g branza

cosul 4:
50g branza

Céand trece de la cosul A la cosul B consumatorul ramane pe aceiasi curba de indiferenta dar

opereazd o anumita substitutie intre cele doud bunuri

2ciocolata |

y

300! A

100, . B

50 100 200 2branza
Astfel cand trece de la A la B el consuma cu 200g mai putina ciocolata si cu 50g mai multa
branza.
Vom defini atunci rata de substitutie intre bunurile ciocolata si branza ca raportul intre
cantitatea de bun cedat (ciocolatd) si cantitatea de bun obtinut (branza).
Insa dorim sa definim aceasti rati ca o cantitate pozitiva si cum una din cantitifi creste iar alta

scade vom mai pune un minus in fata acestui raport. Astfel :

Aq unului ceda
Rata de substitutie = — e cedr

Qhunu/ui obtinut
In cazul nostru avem Rata de substitutie = 300=100 =4
100-50
80g ciocolata

Dacéd consideram si cosul C: .

200g branza
Rata de substitutie cand trecem de la B la C va fi : 100-80 =0,2

200-100

Vom introduce o rata de substitutie instantanee numita rata marginala de substitutie.(RMS)

Aquncea
RMS= [jm ———eedet.

Adpun obtina =0 Aqbun obtinut

Astfel pe o curba de indiferentd RMS intr-un punct dat va fi derivate in acel punct a functiei

qbun cedat = f( qbun obtinut ) luata cu Semnul minus.

dqhun cedat

RMS= -

dqbun obtinut
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Astfel in cazul a doua produse A,B in cantitdti X,y rata marginald de substitutie va fi :

Observatie. In constructia unor curbe de indiferenta se tine cont de un numar de criterii
numite ,,axiome de comportament”.

Sa mentionam totusi anumite caracteristici comune :

Propozitia. Curbele de indiferenta sunt descrescatoare.

Demonstratie. Presupunem cd ar exista un segment [AB] crescator.

Aceasta ar insemna cd 1n punctul B cantitatile obtinute din cele doua bunuri ar fi mai mari ca
si In punctul A ceea ce ar fi in contradictie cu definitia curbei de indiferenta.

Propozitie. Doua curbe de indiferentd nu se pot intersecta.

Demonstratie. Vom demonstra cd dacd doua curbe de indiferentd 7, si 7, au un punct comun

atunci ele coincide.

o X
Presupunem deci ¢ : (V)4 € T, N T, .Fie BeT,,C T, doua puncte fixate dar arbitrare.
Atunci A,B e 7} implica in cele doua puncte consumatorul are acelasi nivel de satisfactie.
Apoi A,Ce T, conduce la faptul ca in cele doud puncte consumatorul are acelasi nivel de
satisfactie. Va rezulta atunci ca in B §i C consumatorul are acelasi nivel de satisfactie si atunci
B si C ar fi pe aceeasi curba de indiferentd deci : 7,=17,.
Propozitie. Curba de indiferenta este convexa.
Demonstratia acestei propozitii va fi facuta in ultimul capitol,fiind necesara derivarea
functiilor de mai multe variabile.
Observatie. Daca parasim domeniul consumatorului pentru cel al producatorului,intalnim in
analiza microeconomica functii de productie ce depind doar de doi factori de productie:

munca L si capitalul K. Functia de productie va fi :

Q=1f(K.,L)
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Analogul curbelor de indiferenta vor fi curbele de isoproductie adica totalitatea combinatiilor
de cei doi factori ai productiei L si K care asigura acelasi nivel al productiei.

Se introduce si aici indicatorul rata marginald de substitutie cu un continut perfect similar cu
cel folosit In analiza comportamentului consumatorului.

Panta unei drepte de buget. Panta unei drepte de izocost.

Curba de indiferentd pe care am cunoscut-o in prima subsectiune este locul acelor puncte
indiferente pentru un consumator,adica care ii produc aceeasi satisfactie.

Dar daca din punct de vedere a satisfactiei consumatorului apreciaza atat ( 300g ciocolatd,50g
branza ) cat ( 80g ciocolatd,200g branza ) el nu este sigur ca va putea sa-si procure doud
cosuri.Totul depinde de pretul fiecarui produs si de suma de bani ( bugetul ) de care dispune.
Cum se reprezinta grafic o curba de buget , adica constrangerile monetare la care trebuie sa
faca fatd consumatorul?

Vom presupune ca individual nostrum dispune de un buget de 2 u.m. iar preturile acestor
bunuri sunt P ciocolatd = 6 u.m./kg si P branza = 4 u.m./kg. Daca el decide sa cheltuiasca tot
pe ciocolati va putea obtine 333g ( punctul A ).In mod analog daci isi va utiliza tot bugetul
pentru a cumpara branza va obtine 500g ( punctul B ).Cu acelasi buget consumatorul va putea
cumpara 200g branza,200g ciocolata ( punctul C ) sau 300g branza,133g ciocolatd ( punctul D
).

Observam ca punctele A,B,C,D se aliniaza.

2 ciocolata /|
333 |A
200 | C
133 | D
B =
200 300 500  5panza

Ele determina dreapta de buget adica locul cosurilor financiare posibile daca tinem cont de
preturile bunurilor si bugetul alocat.

Este clar ca daca dispunem de un alt buget vom obtine o altd dreaptd de buget ( paralela cu
prima atat timp cat preturile nu se schimba ).Un buget mai mare va corespunde la o dreapta

,,mai sus” iar un buget mai mic la o dreapta ,,mai jos”.
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2 ciocolata

200

2 branza
Pe de alta parte observam ca in fiecare punct al acestei drepte raportul dintre cantitatea cedata

( ciocolatd ) si cantitatea obtinuta ( branza ) este constant.

Pentru 67g ciocolatd mai putin va cumpara 100g branza deci un raport %

_ﬂ: Pbrdnzd :i:0’67
100 P

ciocolata

QCincolatd _

Agbrdnzd

Deci :

Mai general daca avem doud bunuri A si B si notdm cu x cantitatea consumata din bunul A si
cu y cantitatea consumata din bunul B iar cu P, si P, vom nota preturile celor doua bunuri si
cu R bugetul alocat,ecuatia dreptei de buget va fi :

R=P -x+PFP-y

Pentru a gasi panta acestei drepte o vom scrie sub formula :

P, R
y=—"x+—
PB PB

_ . _ P, o
Obtinem cd panta acestei drepte este _FA ,adica derivate lui y in raport cu x.
B

4 __ B
dx PB

Astfel valoarea absoluta a pantei unei drepte de buget este egala cu raportul preturilor

P, /P;:

Sa parasim acum domeniul consumatorului pentru cel al producétorului.
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O societate dispune de o anumita suma de bani ce este repartizata la diferiti factori de
productie. Pentru a simplifica consideram doar 2 factori de productie : capitalul si munca

utilizatd respectiv cantitatile K si L a cdror preturi sunt P, si P, In mod analog cu dreapta de

buget vom avea o dreapta ce corespunde la cheltuielile de achizitie ale cantitatilor K si L.

C.=P,-K+P,-L

Aceasta dreaptd este numita dreapta de cost total sau izocost cici ea ne aratd cum putem

pentru acelasi cost global s facem diferite combinatii de K si L. In mod a

K:i-LJrﬁ:f(L)
PK K
de unde :
dK . P
O (D)=L
AL 5
deci :
dK|_ P,
dL| P,

Un exemplu economic de functie derivata : costul marginal

Asa cum am vazut, dacd avem o functie f : D < R — R derivabila, valoarea functiei derivate

f (x) se defineste prin expresia :

\ x+Ax)- flx
f(x):}gg})f( Ax) /(x)

Dacanotam y = f (x) , variabilei y 1i corespunde variatia Ay = f (x + Ax)— f (x) atunci cand
variabila x a suferit o variatie Ax.

Formula de mai sus va fi scrisa :

£ ()=1im L.
Ax—0
La o societate comerciala, costul total al unui produs C este functie de volumul productiei Q,

functia C = f(Q) numindu-se functia de cost total.

Cresterii AQ a cantitatii de produs 1i corespunde o crestere a costului

AC = f(0+A0)- £(0).
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Daca suntem interesati de modificarea costului la o variatie a cantitatii vom studia functia de

cost marginal C,, definita ca limita raportului dintre variatia costului AC' corespunzatoare

unei variatii AQ a cantitatii si AQ, cand AQ —0

AC
C,. =lim——
"8 AléTo AQ
adicd tocmai derivata functiei C = f(Q)
ac .

Daca insa suntem interesati de costul pe unitate de produs, adica costul unitary mediu, numit

prescurtat costul mediu, vom studia functia :

Observatie. In general dacd Y este o marime economica (cost total, incasari totale, ...) functie

de o variabild x, Y = f(x), numita functie totala, unde f este derivabild, vom putea defini

functia marginala ( valoarea marginala ) ¥, = f (x) ca viteza de variatie a variabilei

dependente Y in raport cu variabila independentd x. Vom mai defini functia medie ( valoarea

f@

X

medie ) : ¥, =

Reprezentari grafice ale functiei totale, functiei medii si functiei marginale

Y=f(x)=2x+3 (functia totald)

N PRI
X

e =2+ 2 (functia medie)
X

Y.e=/f(x)=2 (functia marginald)
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functia totala

2 g s
\ functia marginala

Y=f(x)=x>-6x+10 (functia Zotald)

Y :&:x_6
X

e +& (functia medie)
x

Y, = f(x)=2x-6 (functia marg inald)

/

/ functia totala

ey
.f = "
/ functia merginala

1
A
Ay
~
~

\_/ functia medis
0 ;
/

/
/




Elasticitatea cererii in raport cu pretul

Presupunem ca cunoastem functia de cerere a unui consumator, adica functia care exprima

legatura intre cantitatea ceruta ,,q” si pretul ,,p” a unui bun.

Dorim sd definim un indicator care sa traduca sensibilitatea cererii la variatii ale pretului.

Raportul Aq constituie un prim raspuns care exprima variatia cererii la o variatie a pretului.
Ap

Avem insa o problema de unitdti. Ag se exprima 1n unitati fizice ( litri, kilometric etc ) si Ap

se exprima In unitati monetare ( Lei, Euro etc ).Vom cauta atunci un indicator fara

dimensiuni.

Vom numi rata de variatie ( crestere ) a variabilei x raportul —.
X

Vom defini atunci coeficientul elasticitatii cererii q a unui bun in raport cu pretul sau p.

_ Aq/q
Ap/p

Semnul minus a fost pus pentru a avea un coeficient al elasticitatii cererii pozitiv, asta datoritd
faptului ca o crestere a pretului (Ap > 0) va conduce la o scidere a cererii (Ag <0).
Interpretarea elasticitatii de cerere va fi : “cu cat variaza In procente cantitatea cerutd de un
anumit bun cand pretul sdu se modifica cu un procent?”

Daca dorim sa calculam elasticitatea intr-un punct al curbei cererii, adica pentru o crestere

,foarte micd” a pretului, vom trece la limita in relatia de mai sus si obtinem :

Ag Ag
. q q
E = _— =
RV IY:
p p
Vom mai scrie :
dq
E dp p dp functia marginala
dg ¢ 4 functia medie
p
Uneori preferam sa scriem :
E= dq E‘
dp g
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Sa notdm ca :

a) Daca E = 0 atunci chiar daca pretul variaza cererea nu variaza. Un astfel de bun se numeste
perfect inelastic.

b) Daca 0<E<I atunci o crestere a pretului de 10% spre exemplu va fi Insotita de o variatie a
cererii de maxim 10%.Bunul se numeste inelastic.

c) Daca E = 1 atunci variatiile pretului si ale cererii sunt egale n procente.

d) Daca E>1 atunci variatia relativa a cantitatii este superioara variatiei relative a pretului.
Bunul se numeste elastic.

e) Daca E—oo atunci o variatd infimé a pretului antreneaza o variatie gigantica a cantitatii.
Bunul se numeste perfect elastic.

Elasticitatea ofertei in raport cu pretul

Notiunea de elasticitate a unei functii y = f(x) intr-un punct x este o notiune generala pe care o
putem introduce si in cazul functiei oferite.

Elasticitatea ofertei in raport cu pretul permite s gasim cum variaza oferta In raport cu
variatiile relative ale pretului. Ea va fi definita intr-o maniera analoga cu elasticitatea cererii
prin :

E =
dp q

ﬂ.g‘

q fiind de aceasta data cantitatea oferita.

Legea normali a lui Gauss-Laplace

In statisticd vom intalni o lege de distributie foarte importanti cunoscuti sub numele de legea
lui Laplace de catre francezi ( Laplace fiind francez ), legea lui Gauss de catre germani (
Gauss fiind german ) si legea normala de catre anglo-americani.

Fara a intra in explicatii statistice vom prezenta aceasta functie, graficul ei fiind bine cunoscut
datorita curburii ,,in clopot”.

Expresia functiei este :

f(x)= Tan
unde m si o sunt doua constante reale, o >0.
L. Domeniul de definitie. Cum functia exponentiald este definita si continua

pe R functia f va fi definita si continua pe R.

II. Limitele la + o0 §i —c0.
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lim/f(x)=0 ; 1lim f(x)=0

X—>0 X—> —0

Astfel graficul are asimtotd orizontald y = 0 spre +o si —

I1I. Derivata

(x=m)’
. 1 Ry _—(x—m)
f (X) B O'\/ﬂ ¢ 0'2

Observim ci pentru x > m afem f (x) <0 si pentru x <m avem f (x)> 0.Astfel :

f(x)= f()( ):>f(x)_ -f(x
1 f(f)[(x—m)z—azzf(f)
o o

[(x—m—O')(x—m+0')]

—f()( m) A

Rezulta ca derivata a doua se anuleaza si isi schimbd semnulin x, =m+o0 ; x=m-o.

IV.  Tabel de variatie.

X — 0 m-—-o m m+o + 00
()| HHH A O
()| +H+++++0 0 +H++++++++

o S U‘,ﬂ/ar\ RN

V. Reprezentare grafica
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VL in rezumat :

1. Curba este simetrica in raport cu axa X = m.

2. Avem maxim in punctul de abscisd x = m.
3. Punctele de inflexiune au abscisele x=m—oc si m+o
4. Daca trasam aceasta curba pentru diferite valori ale lui m, o fiind constant obtinem :
y
/,f—a pET //ﬁ\\\
_.—/
o} ks

Astfel parametrul m va avea rolul de pozitionare a curbei pe axa 0x.

5. Daca trasam curba pentru diferite valori ale lui o ( m fiind fixat ) obtinem

y G1
G2 = G1
G3 » @2
———-—"'—/
o x=m X

Astfel parametrul o este un parametru de dispersie in jurul axei de simetrie X = m

Functia logistica

Sa presupunem ca suntem interesati de difuzarea televizoarelor alb-negru spre populatie. Ce
vom observa?La Inceput foarte putine persoane intra in posesia lor. Treptat insa, pretul
scazand, din ce in ce mai multe familii il achizitioneaza. In final aproape fiecare camin poseda

unul. Piata va fi saturatd. Acest fenomen este clasic si curba care il descrie are forma :
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y
~’— -

|

|

|

|

|

|

|

|

|

ey |

1] 2 | 3
) X
O astfel de curba se numeste curba logistica si are ecuatia :
f(t)=—"— : a,b,c>0
l+bc? = 77
L. Domeniul de definitie D =R
1L Limitele la + o0 1 —o0
lir(n)f(t)=a o lim f()=0
t—>(x t— -0

Astfel graficul are ca asimtota orizontald dreapta x — 0 spre -0 si dreapta y = a spre +o.Din
acest motiv vom numi parametrul a valoarea de saturatie.
III.  Derivata

abc-e”

f(t)=m

(>0 (V) t si deci functia este strict crescatoare .

—abce™ (1 +be™ )2 —abce™ 2(1 +be™ ) be™(~c)
(1+be™)"

f=

Vomnota e “=u

- abczu(l +2bu + b2u2)+ 2ab*c*u* (1+ bu)

S 0= (1+bu)*

—abc*u —2ab*c*u’ — ab’c*u’ + 2ab*c*u® + 2ab’c*u’

/0= (1 +bu)*
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Valoarea lui f'in acest punct este f] [ﬁj =

IV.

ab’c*u’® — abc*u _ abczu(qu2 —1)
(+bu)* (1+bu)'

f=

abcu(bu —1)(bu +1) _ abc’u(bu—1)
(bu +1)* (bu+1)

(=

f"(t)=0<:>bu:1:>e‘“:%3—ct=—lnb:t=—

a
c 2

Tabel de variatie

yNEY
()
J(x)

V.

Reprezentare grafica

Inb

C

y
s [ T S Y S R S
a . ______
2 i
5 |
1+b :
|
a Inb
C
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Capitolul 3Calcul integral
Functii primitivabile.
Definitie, proprietdti, tabel de primitive
Definitie : O functie f: I — R (I c R interval ) se numeste primitivabila daca exista F : / —
R derivabila astfel incat F (x ) =f(x), (Vx el ) F se numeste primitiva a functiei f si vom
nota cu
J £(x)dx
105 + g multimea tuturor primitivelor functiei f.

Observatie. Avem J. f (x)dx =F + C, unde cu C am notat multimea functiilor constante

definite pe / cu valori reale.

Teoremad. Liniaritatea operatorului de primitive.

Daci f, g : I — R sunt primitivabile si A € R atunci f+ g si A fsunt primitivabile si in plus :
JUr()+ g0l = [ () + [ glx)x
j/l - f(x)dx = lj £(x)dx

Teorema.
1. Dacaf: I — R este continud atunci f este primitivabila ;
2. Dacaf: I — R este primitivabila atunci f are proprietatea lui Darboux

Tabel de primitive

+1
xll

1. Ix”dx: a+l1
In ‘x|+C daca a =-1

+C daca a # -1

z

a

N

jx”dxz +C ,a>0, a=l.

Ina
In particular _f xldx=e"=C

3. I sinxdx =—cosx+C

cosxdx=-sinx+C

Cos

J
5. J. 12xdx=lgx+C
J

——dx=—ctg x+C
sin” x
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.[ tg x dx=—1n|cos x|+C

8. .[ ctgxdx=—1n|sin x|+C

a+C;a¢0

10. j ! dle arctg £+C; a#0

12. Iﬁ de=In| x+Vx*=a® [+C;a#0

13. J.\/i dx = arcsin —+C ;a>0.
Observatie. La scrierea acestor formule nu am precizat cine este intervalul / < R pe care sunt

valabile. Astfel la formula ( 1) daca :

1. a>-latunci/ < R;
2. a<laeZatunci Ic R’

3. a<laeR-Z atunci I c (0,)
Formulele ( 5) si ( 7 ) sunt valabile pentru / < R \{(2k + 1)%;k € Z—}.

Formulele (6 ) si ( 8 ) au loc pentru/ — R \{k;r;k e’z }
Formula ( 9 ) este valabild pentru / c R \ {~a,a }.

Formula ( 11 ) este valabila pentru / < (—oo,—a) sau I < (a,).
Formula ( 13 ) este valabila pentru / < (- a,a).

Formula de integrare prin parti

Teoremd. Daca f, g : [ — R sunt derivabile cu derivate contine atunci :

[ £ (x)ehds = £(x)- )~ [ £ (3)- g (s

Observatie. Aceasta formuld poate fi aplicatd cu succes in multe situatii. Precizim doua dintre

cele mai des Intalnite.

1. [ este e*, sinx, cos x si g este e*, sin x, cos x sau o functie polinomiala.
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I1. f este o functie polinominald si g(x) =In“x, keN".

Formula schimbarii de variabila.
Teoremd. Prima formula de schimbare de variabila.

Fie I, Jc R intervale. Daca f: J — R este primitivabild si ¢ : I — J este derivabila atunci
( fo q))- @' admite pe I primitivi F o ¢, unde F este o primitiva oarecare a functiei /', adica :
_[f () (1)t = { I S)dx

Teoremd. Formula a doua de schimbare de variabila.

Fie I, Jc R intarvale. Daca f': J — R admite primitive, ¢ : I — J este bijectiva, derivabila,
cu derivabili cu derivati nenuld pe I atunci fadmite pe I primitiva G oo~ unde G este o
primitiva pentru ( fo (/))~(/)’ iar ¢! este inversa functiei ¢ . Deci :

[ ree=|l 160 pa]

Calculul prin recurentd a unor integrale.

Pentru exemplificare vom considera :

Observam ca :

1 1 X
I,(x)= j—dx =— arctg —+C.
2 2\
(x +a ) a a

Dorim sd gasim o relatie de recurenta adica o formuld care exprima /, (x) in functie de

I, (x).Utilizand aceasta relatie de recurenta din /,(x) vom putea deduce valoarea lui /,(x),

din Z,(x) va rezulta L, (x) si asa mai departe.

Pentrun > 2 vom avea :
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Vom face schimbarea de variabild x* + a” =¢. Atunci 2xdx = dt .

Revenind obtinem

1edt 1 1 1
— = —nd - . — .
/&) 27 2jt S a—— 2(1_n).(x2+a2)”*1
glx)=x=g[x)=1.
In(x)zi 1 1 dx

at| " ()~ 2(1- n)(x2 + azrl ’ '[ 2(1- n)(x2 + az)w1

Primitivele functiilor rationale
1. Mai intai se scrie functia rationala sub forma unei sume in care pot interveni un polinom si

functii rationale de forma :

(I)Ln a,AcR ,neN"

(2)ﬂ ; B,C,b,ceR, b*—4c¢<0, neN*

/7

(x2 +bx+ c)
Cum vom face acest lucru ?

Reamintim ca functia rationala f este catul a doua functii poliomiale P si Q, adica

f (x) = P(x) .Daca grad P > grad Q vom putea efectua impartirea si vom obtine :

o)
P(x)=Q(x)-C(x)+R(x)incare catul C ( x) este polinom iar restul R ( x ) este tot un

polinom cu grad R < grad Q. Atunci functia rationala f'se va scrie
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In cazul in care grad P < grad Q vom scrie f(x) = % unde R (x)=P(x).
X
P(x)

Pentru a scrie acum ( ) ca o suma de fractii de forma ( 1) si (2 ), vom proceda in felul
X

urmator :

1. Daca polinomul Q are radacina reald *> a *” avand ordinul de multiplicitate k in

P(x)

descompunerea lui ( ) vom avea termenii
X

Al + AZ + + Ak

x—a (x—a) (x—a)

2. Daca polinomul Q are rddacina complexa o +if avand ordinul de multiplicitate m

. . P(x) .
atunci In descompunerea lui vom avea fractiile

0(x)
Bx+C, B,x+C, B,x+C,
P + B) ceee —m
x +bx+c (x2+bx+c) (x2+bx+c)

unde b=-2a,c= x>+ B . In final se vor determina constantele
A4,4,,..B,B,,....C,,C,,.....
II. Acum ca functia rationald este scrisa ca suma dintre un polinom si functii rationale de

forma (1) si (2 ) pentru a calcula primitiva unei functii rationale va trebui sa stim sa

calculam primitivele functiilor polinimiale ( ceea ce este clar daca utilizdm liniaritatea

operatorului de primitivare si prima formula din tabelul de primitive ) si primitivele functiilor

rationale de forma ( 1) si forma ( 2).

Vom avea :
tﬂHl
4 1 +C daca n#1
[~ dx=a[—dt=aftde =4y~ n+1
(x—a) t In| ¢ | | C daca n=1
+n+1
A A&+C daca n=#1
j —dx = -n+1
(x—a) Aln|x—a|+C daca n=1
Apoi
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_[ Bx+C : dxz'[ Bx+C .
(x2+bx+c) [( bjz 40_52}
x+—| +
4
2 2
Cum b*> —4c <0 vom avea > (0 si vom putea nota =k,

Vom face schimbarea de variabila x + % =¢. Atunci dx = dt. Revenind avem :

BriC B[t—bj+c
d dt =
'[ (x +bx+c '[ t +k t

t Bb 1

:B'[mdt{C—?j_[ mdt.

. . - . . 1w L2 2 . . -
Prima integrald se va calcula cu schimbarea de variabild ¢° + £~ = u, iar a doua prin recurenta.

Primitivele unor functii irationale
Vom nota in continuare cu r o functie rationala ce poate fi de mai multe variabile.

1. Primitivarea functiei :
flx)= R(x, Nax + b)

se reduce la primitivarea unei functii rationale facand schimbare de variabila

tlax+b =¢ unde n=c.mm.m.c {n, } "
Mainotamca x= 1 (t” — b) sidx= ey,
a a

ax+b

cx +

ax+b
n1/ =t unde n=c.m.m.m.c {n, }_°.
ex+d

11 R(x, Vax® +bx + c)Vom calcula A =b* —4ac. Avem cazutile :

j vom proceda aseméanator utilizdnd schimbarea de variabila :

II. Daca f(x)= (x,"t

(A) A=0 atunci pentru ca radicalul sa aiba sens va rezulta a > 0 si atunci

vax* +bx+c¢ =\/;| )c+2i
a
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(B) A<0, cazin care a > (.vom face schimbarea de variabila

Nax? +bx+c =+ax =t

2_
:>ax2+bx+c=t2—2\/atx+ax2:>x=t—c
b+2t\/2
— 2— . 2
:dx:2t(b+2t\/2) (¢ -c) Na o 2420 a+2eVa

(b+2t\/;)z (b+2tx/;)z

(C) A>0. Primitivele se cautd pe un interval pe care radicalul este definit si pe care

nu se anuleaza numitorul fractiei. Cum

Vax® +bx+c =\/a(x—xl)(x—x2)

functia se poate scrie

x—x
R x| x—x ||a -
xX—x

si am redus problema la cazul II, deci facem substitutia

X=X _

a t

X—X
Primitivele functiilor trigonometrice
Notam cu R (u, v ) o functie rationala in variabile u si v. Pentru functia : f( x ) =R ('sin x,

cos x ) se face substitutia #g 5 =t §iproblema revine la calculul primitivei unei functii

rationale. Sa mai notdm ca

-1 2dt
Ccosx = dx = 5
1+1¢

sinx=——

Sa precizdm ca se aplica formula a I[I-a de schimbare de variabila si acest lucru este posibil pe

. . X e e o < « .
un interval pe care functia go(x) =tg 5 este bijectiva. Prin urmare aceastd metoda se aplica pe

intervale de forma ((2k —1)z,(2k +1)7).k € Z.

Observatie. Calculul primitivei poate fi simplificat in urmdtoarele cazuri :
1. DacaR (-u,v)=-R(u,v)vom face substitutia cos x =t
2. DacaR (u,-v)=-R(u,v)vom face substitutia sinx =t
3. DacdaR (-u,-v)= R (u,v)vom face substitutia tg x =t
Functii integrabile

Definitie si proprietati
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Fie f: [a,b]—> R si Ao diviziune a intervalului [a,b]

Ata=x,<x <x,<...<x,=b.

Numarul || A || =max(x, — x,_, )este numit norma diviziunii A ( lungimea celui mai mare

1<k<n

interval al diviziunii ).

Considerdm un system de puncte intermediare { &, |"ii atasat diviziunii A, adica un system

de n puncte ¢, ¢,,....,&,, cu proprietatea x, , <g&, <x, (Vk=1Ln.
Se numeste sumad Riemann asociatd functiei f, diviziunii A si sistemului de puncte

intermediare { &, |" numirul real :

n

O_(f;A;{ &k }): f(gk)(xk _'xk—l)

k=1
Definitie. Functia f : [a,b] — R se numeste integrabila Riemann daca :

) I eR:(V)e>0(3)o > 0astfel incit (V)A o diviziune a intervalului [a,5] cu

" A || <o i (V) { & } un sistem de puncte intermediare atasat lui A avem:
| O'(f;A;{ g -1 |<e

b
Numarul I se noteaza J. f (x)dx si se numeste integrald Riemann a functiei f pe intervalul

a

[a,b].

Observatie. Intr-un alt limbaj o functie f: [a,b] — R este integrabila riemann daca sumele
riemann asociate functiei F converg spre o limita finita I atunci cand " A || — 0.

Propozitie. Fie f:[a,b]— R si ¢ € (a,b). Daci f este integrabild pe [a,c] si [c,b] atunci

este integrabila pe [a,b] §1:

j. f(X)dx=j1 £(x)ax +j. £(x)ax

Teoremd. Formula lui Leibniy-Newton
Fie f: [a,b] — R o functie integrabild si primitiva pe [a,b] si F o primitiva a ei.Atunci :

b

I f(x)dsz(x} Z =F(b)- Fl(a)

a
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Proporzitie.
1. Daca f este continud pe [a,b] atunci f este integrabila pe [a,b].
2. Daci f este monotoni pe [a,b] atunci f este integrabila pe [a,b].

3. Daci feste integrabild pe [a,5] atunci f este marginita pe [a,b)].

Observatie. Afirmatiile reciproce nu sunt in general valabile.

Spre exemplu functia :

daca 1<
f:[1,4]—>R f(x):{2 aca 1<x<3

5 daca 3<x<4

este integrabild pe intervalul [ 1,4 ] si:

b 3 4
[ f(x)dx=[ 2dx+ [ Sdx=2x | +5x [} =6-2+20-15=9.
3

a 1
Dar nu este continud pe intervalul [ 1, 4 ] pentru cd 3 este un punct de discontinuitate.
Apoi f: [— 1,1]—> R f(x)z x” este integrabild pe [ -1, 1] si:

1 1 3
dx = [ x2dx="1]"' =
_f]f(X)x [ wax="]

-1

1 1 2
_+_ J—
3 3 3

dar ea nu este monotona pe [ -1, 1 |.

1 daca xeQ
Daci consideram f:[0,1] > R flx)=
0 daca in rest

atunci evident f este marginita dar ea nu este integrabila.

Intr-adevar daca consideram :

Ata=x,<x <...<x,=b.

o diviziune a intervalului [a,b] s { & } un system de puncte intermediare asociat diviziunii

atunci dacd &, sunt numere rationale :

O_(f;A;{ Ex }):kzn; f(gk)(xk _xk—l): Z (xk _xk—l):b_a

k=1

care converge la b —a, iar daca &, sunt numere irationale :

G(f;A;{ & })=kzn; f(gk)(xk —xH):O—)O.
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Cum limita sumelor Riemann depinde de alegerea punctelor intermediare { &, } rezulta ca

functia f nu este integrabila pe [ 0, 1 ].
Observatie. Sa notam ca exista functii intagrabile care nu sunt primitivabile si exista functii

primitivabile care nu sunt integrabile.

Functia f: [O, 2]—) R flx)= este integrabild si :

1 daca x#1
0 daca x=1

1

if(x)dxz‘[ f(x)dx+j f(x)dxzj 1a’x+i[1 1dx=x| :)+x |12=2.

0 0 0
dar f nu este primitivabild pentru ca f nu are proprietatea lui Darboux.

Apoi functia :

12 1 .
2xsm—2——cos—2 daca x#1

ruisr )= X xox

0 daca x=1

nu este marginit deci ea nu este integrabila, dar :
2 .1 .
x“sin— daca x#0
0 daca x=0
este primitiva pentru f. Intr-adevar :

F'(x)= 2xsinxi2—%cosx—12

pe [— 1,0 )u( 0l 1.Apoi (El)lin(} F(x)=0 si deci F este continud in 0 si :

(H)E,ii’&w = yiqusin% =0
deci F este derivabila in 0 si F '(0) =0. Obtinem astfel ca F este derivabila pe [-1, 1] si
F'=f.
Teorema.

1. Dacaf,g:[a,b]— Rsuntintegrabilepe[a,b]si a,f € R atunci

a [+ [ geste integrabildpe [a,b]si:

Qe >

(a f+p gXx)dx = aj. f(x)dx+ ﬁj. g(x)dx



2. Dacif,g:[a,b]— R suntintegrabile si f(x)< (x)(V)xe[ a,b ]

In particular :

a) Daci f(x)>0 (V)x e[ a,b | atunci J. f(x)dx>0

b) Dacim< f(x)<M (V)xe [ a,b ] atunci:

b

m(b—a)SJ f(x)ax < M(b-a)

a

c) Dacafsi | f | sunt integrabile atunci :

d)
b
| [ sax |<] Jlf jdx
3. Dacaf:[a,b]— R este integrabila atunci :
b a b
[ rhte=— ek [ fekie=0
a b a
4. Teorema de medie. Daca f: [ a, b ] — R este continui atunci (I)c e [ a,b ]
astfel Incat :
b
[ 1) = (N -a)
Metode de calcul

Daca f: [ a, b] — R este integrabila si primitivabila atunci asa dupa cum am vazut pentru
calculul integralei lui f pe intervalul [ a, b ] poate fi aplicata formula lui Leibniz-Newton.
Tehnicile de calcul primitivelor se vor putea transpune la calculul integralelor. Astfel vom

avea

Teorema. Daca f, g :[ a,b ] — R sunt functii derivabile cu derivate continue atunci :

b

£l = £ O)ele)- la)ela)- [ f(xle (v

a
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Teoremd. Prima formula de schimbare de variabila

Fie o:[ a,b |- J (] interval ) derivabila cu derivata continud si f : J — R continud.Atunci :

J ot =T oy

Teoremda. A doua formula de schimbare de variabila

b a(b)
Fie J f(o(t))o (¢)dt = J f(x)dx (7 interval ) bijectivi astfel incat o si o' sunt derivabile

o(a)

cu derivate continue.Fie f : ] — R continua. Atunci :

Integrale generalizate

Definitie, exemple si metode de calcul

b
In definitia integralei / =.[ f (x)dx se presupune ca intervalul [ a,b ] este de lungime finita

a
si ca f este o functie marginita pe [ a,b ]

Vom conveni sd numim generalizate integrale pentru care lungimea intervalului de integrare
este infinitd sau f nu este marginita pe [ a,b ] st se va utiliza urmatoarea clasificare :

1. Integrale generalizate de speta intéi :

F raménand marginita pe intervalul de integrare.

2. Integrale generalizate de speta a doua : b — a < oo dar f este nemarginita pe
[ ab ]

3. Integrale generalizate de speta a treia dacd atat intervalul de integrare este de
lungime infinita cat si f este nemarginita pe aceste intervale.
In continuare vom restrange discutia la cazul unei functii f: [ a, b ] — R cu proprietatea ca
este integrabild pe orice interval [ a,t] < [ a, b ]. Punctul b va fi numit punct singular pentru

aplicatia f.
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t
Definitie. Dacd exista si este finita limita limj f (x)dx =/ vom spune ca integrala
t—b

generalizata J f (x)dx este convergenta ti i atribuim valoarea 1.

a

b

J. dx—hmj £ ()dx

Daca limita nu exista sau este infinitad atunci integrala generalizata se numeste divergenta si
nu i se atribuie nici o valoare.

Observatie. Acesta este cazul unei intagrale generalizate de speta intai dacd b = oo, de speta a
doua daca b < oo dar f nemarginita pe orice vecinatate a lui b, de speta a treia dacd b= oo §i f
nemarginitd pe orice vecinatate a lui b.

Observatie. Cazul unei functii f: (a, b ] — R integrabila pe (‘v’)[ t,b | ( a,b | va fi tratat in

mod analog. In acest caz punctul a este numit punct singular pentru aplicatia f.

Astfel daca exista si este limita lim.[ f (x)dx =/ atunci integrala generalizata _[ f (x)dx se

—a

numeste convergenta si i atribuim valoarea 1.
Observatie. Daci (3)c e (a,b) astfel incat f nemarginita pe orice vecinitate a lui ¢ (in acest

caz punctul ¢ se numeste punct singular pentru f') atunci vom scrie :
b c b
I f(x)dx = I 1) + J £ (o)x

si am redus problema la cele doud cazuri precedente.
Teoremd. Formula lui Leibniz — Newton generalizata

Daca f: [ a,b]— R este integrabili pe (V) #,b6 | ( a,b | si admite primitiva F pe [ a, b )

atunci I f(x)dx este convergenta daca si numai daca (El)linbl F(r).

a

In plus avem J £(x)dx = lim F(¢ )— F(a).

t—b

t
Demonstratie: Avem J. f(x)dx = linbl F(¢)— F(a) si prin trecere la limita se obtine afirmatia
t—>

din enunt.

Teoremd. Formula de integrare prin parti generalizata.
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b
Fie f, g : [ a, b) — R derivabile cu derivate continue. Daca J. f (x) g’(x)dx este convergenta

b
si exista linhl £(¢)g(z) atunci si j £ (x)g (x) este convergenta si
t—>

b b

| (0 (e =1im f(0)g(r) - fla)g(a)- | flx)g (xax
Demonstratie.
[ /(e (= 10)ele)- F(alela)- | f(x)g (el

si trecem la limita pentru t — b.
Teoremd. Formula schimbarii de variabild generalizata.

Fie o:[ a,b )—J derivabili cu derivati continua L =limo(¢), f: J — R continua. Atunci :

j (o(e))o ()t = _(i‘) f(x)dx

Demonstratie : Prin trecere la limita in formula clasica de schimbare de variabila.
Criterii de convergenta

Teorema. Criteriul general al lui Cauchy

b
Fie f: [ a, b ] — R integrabila pe (‘v’)[ t,b ]c (ab ].Atunci J f(x)dx este convergenta

daci si numai daca (V)e > 0(3)o > Oastfel incat (V)x',x” € (o, b)avem | J £(x)ax | <e.

X

t b
Demonstratie. Fie F(t)= J £(x)dx . Atunci j f(x)dx este convergentd daca si numai daca

a a

(Iim F(t)=1.

& (V)e(@)o > 0:(V)x, x e(o,b) | F(x”)—F(x‘) | <e

Dar F(x”)—F(x‘): I £(x)dx .

x
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b
Definitie. Integrala generalizata J. f (x)dx se numeste adsolut convergentd daca integrala

a

b
generalizatd J | f(x) | dx este convergenta.

Teoremad. Orice integrala generalizatd absolut convergenta este convergenta.

Demonstratie.Se aplica criteriul general al lui Cauchy observand ca :

¥

| () stf | f(x) | dx.

Teorema. Criteriul I al comparatiei
Fie f, g: [ a, b) — R integrabile pe (V)l at |c[ab )si0< f(x)<glx) (V)xe[ ab ).

Atunci :

b
1. [ g(x)dx convergenti :>J. f(x)dx convergenta ;

a

R C—y >

b b
2. J f(x)dx divergenta = J g(x)dx divergenta ;

a

Demonstratie. Din f(x)< g(x)= J flx)ax < J- g(x)dx si aplicam criteriul general al lui

Cauchy.
Teoremad. Criteriul al [I-lea al comparatiei

Dacd f, g : [ a,b) — R integrabile pe (V)[ at |c[ a,b)si

@)limL (), (0,00)

t—=b g(x)
b b
atunci J. f(x)adx si J. g(x)dx au aceasi natura.
. fx) 1 f(x) 31 . 31 :
Demonstratie : lim == <L <= pentru xe(o,b) Din f(x)<=g(x)si
Srgly) T2 gly) 2 2

x<b

b b
criteriul I al comparatiei abtinem ca I g(x)dx convergenta :>I f (x)dx convergentd. Din

a a
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b
inegalitatea % f(x)< g(x) si criteriul I al comparatiei va rezulta ca daca J. f(x)dx este

a

b
divergentd arunci j. g(x)dx este divergenti.

a
Consecinta. Criterii practice pentru studiul convergentei integralelor generalizate.

1. Fie f: [ a, o ) — R integrabile pe (V)[ a,t |c[ a,o ). Daca (El)lirilx“f(x)zle(o,oo)

atunci :

(a) a>1= j f(x)dx convergenta ;

a

(b) a<l= _[ f (x)dx divergenta ;

2.Fief:[a, b)— R integrabile pe (V)l a,t |c[ a,b ). Daci (3)95}(17 —x)' f(x)=1€(0,)

x<b

atunci :

b
(a) a<l=> J f(x)dx convergenta ;

b
(b)azl=> J. f (x)dx divergenta.

3.Fief:(a,b]— R (afinit) integrabile pe (V)[ t,t |c[ a,b ). Dacd

(3)1(1_1}13(x —a)* f(x)=1¢€(0,0) atunci :

x>a

b
(a) a<l= I f (x)dx convergenta ;

b
(b)azl=> J. f (x)dx divergenta.

Demonstratie . 1.Fie g(x)= ia . Atunci (H)Iim% =1¢(0,%0) Din criteriul II al
x X—>0 g x

0 0
. y . < 1 < 1A
comparatiei va rezulta ca j f (x)dx are aceeasl natura cu j —dx care este convergenta daci
X

a a

si numai dacd o > 1.
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2. Fie g(x)=

o
(b-x)

X =u; - dx = du. Astfel obtinem

(b—x)" o U
4o b-a
ng o {—a+l_l dacda;tl:
’ [In]ul]™ daca a =1
) T

=< —a+l w0—g+l
In(b-a)-limln [ u | dacd a=1

b
Astfel J g(x)dx este convergenti daca si numai daci —a +1> 0 adicd a <1. Aplicand

b
Criteriul al II — lea al comparatiei, cum (H)Iiﬁbl% =1 e (0,00) va rezulta ci j f(x)dx este
X g X ;

x< b

convergentd daca si numai dacd o <1.

3. Analog cu 2.

Teoremad. Criteriul integral al lui Cauchy

Fie f: [ a, o0 ) — R pozitiva si descrescdtoare. Atunci J. £(x)dx si Z f(n) au aceeasi
1 n=l1

natura.

Demonstratie: Observam ca
n 2 3
[ fde=[ fle)de+ [ fledr+...+ [ flx)de
1 1 2

si folosind faptul ca f este descrescator obtinem :

f(2)+f(3)+....+f(n)§j f(x)dx <f(1)+f(2)+...f(n-1)

De aici rezulta ca

——38

f(x)ax si i f(n) au aceeasi natura.
n=l1

Functiile Beta si Gamma ale lui Euler

—. Vom calcula integrala functiei g utilizand schimbarea de variabila b —
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Definitie. Integrala
1
B(a,b)= J x 1= x)""dx, a>0, b>0
0

Se numeste functia Beta a lui Euler.

Integrala
I(a)= J x“e~dx, a>0
0

Se numeste functia Gamma a lui Euler.

Propozitie. Integralele Beta si Gamma sunt convergente.

Demonstratie : Dacd a > 1, b > 1 atunci integrala Beta este o integrald proprie. Pentru alte
valori ale lui a si b determina « astfel incat

lim(1 —x) x*!(1-x) " € (0,00)

x< 1

1
Rezultia+b—-1=0decia=1-b. Cumb>0 = a<1 sideci J. x(1-x)" dxeste
1/2

convergentd. Apoi determindm ¢« astfel Incat

212 < 0,)

x< 1

1/2
Rezultia +a—1=0decia=1-a.cuma>0 = a<1 sideci I x(d —x)"dx este
0

convergentd. Atunci cum

1/2 1
B(a,b)= J. x M1 —x)"dx+ J. xM1—x)""dx

0 1/2
Se obtine ca integrala Beta este convergenta.

Acum vom scrie :
1 ©
F(a)zj x“ e dx +j x“e™dx.
0 1

Determinam a astfel incét lim x* -x“"e™ €(0,0). Obtinema+a—1=0si decia=1 —a.Cum

x< 1

1
insd a > 0 obtinem ca a < 1 si deci j x“"e " dx este convergenti.
0

~ - -1 _—x ~ ~
Daci notim b(x)—x“"e™ observam ci
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lim x*h(x) = limx*'e™ =0

X—>0 X—>0

si atunci (3)M > 0 astfel incat

O<h(x)<i/1—2, (Ve[ Loo )

. M oA o . . T
Cum insa I 7 dx este convergenta aplicand criteriul I al comparatiei va rezulta ca I b(x)dx
1 1

este convergenta. Astfel am obtinut ca integrala Gamma ste convergenta.

Proporzitie. Functiile Beta s1 Gamma au proprietétile :

1. T()=1;

2. T(a+1)=al(a) ;

3.T(n+1)=n! (‘v’)neN;

4. B(a,b)=B(b,a) ;

5. B(a,b)= b-l Bla,b—1) pentru a>0, b>1;

’ a+b-1 """ ’ ’

-1)! (n-1)!

6. B(m,n)z(m )! (n=1) pentru m,n e N.
(m+n-1)!

Demonstratie :

1.

F(l)zj edx=—e" :—eozl
0
2.

[(a +1)=I x‘edx
0

Vom aplica formula de integrare prin parti :
fle)=e" = flx)=-e"

go)-x"  =g)-a-a

Ma+1)=—x""

0 a-1_—x

. +af xedx—a-T(a)
0

3. Rezulta prin inductie.

1
4. B(b,a)= I x" (1= x)" dx
0

71



Facem schimbarea de variabila : x = 1 —t gi obtinem

0 1
B(b,a)=—[ (1—tf"t"de={ ¢(1—¢)"dt  Bla,b)
1 0
1
5. B(b,a)zf xM1-x)"dx
0

Aplicam formula de integrare prin parti

rl=x = ="

g)=(-2)" =g b)=(-1N-x"(-1)

1
= EJ‘ X! (1 - x)b_2 dx — EJ x! (1 - x)h_1 dx =
a 0

Obtinem astfel ca

a
de unde
b-1
Bla,b)= Bla,b-1
(a,) a+b-1 (a, )
6.
n—1 n—1 n—2
B = B -1)= . B -2)=
(m,n) m+n-—1 (m,n ) m+n—1 m+n-2 (m,n )
_ (n=1)n-2)...1 B(m.1)
(m+n—-1)m+n-2)..(m+1)
Dar

1 m

B(m,1)= J. x"dx = x_| 10 =

1
0 m m



si se obtine formula dorita.

Teorema.
B(a,b)z%, (V)b 0.

Demonstratie : Avem T'(a)= J. x“e T dx
0

Vom face schimbarea de variabila x =ty, t > 0. Rezulta dx = tdy si
T - r K :
r a)=‘[ ta—lya—l’e tytdy:> t(aa) :J' ya—let)dy
0 0

Inlocuind in aceasti relatiea cua+ b it cut+ 1 obtinem

[(a+b) asp1 1),
) dy
(t + 1)a+b J. y =
ta_l T T a-1_ a+i +
F(a+b)-(t+la+b '([ -!.' gty ) dy )dt

In membrul stdng vom face schimbarea de variabila

_— = N 1 = d = d

t+1 r=1 -x o —X ' (l—x)2 3
si obtinem

0 tu—l 1 xu—l b 1

.([ (t + 1)a+b .([ (1 _x)m ( ) ( _x)z dx

In membrul drept vom interveti ordinea de integrare, operatie permisa de teorema lui fubini (

vezi calculul integral al functiilor de mai multe variabile ). Astfel obtinem

al a+bl —(r+1),

al a+bl (1), )dt=

S sy 8
S = 8
||
S = 8
S =y 8

ya+b—le—y( ‘[ ta—le—tydt )dy :J. ya+h—le—y . r(a)dy —
0 0 Y

S 3

~1(a)] ¥"'e”dy =T(a)r(b)

Revenind la egalitatea de mai sus avem

T(a+5)-B(a,b)=T(a)r(b)
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Adica tocmai egalitate dorita.

1
Corolar. 1. 1"\ — |= /7 ;
(2J

2. T e dx=Ar.

—00

Demonstratie : 1. Vom aplica teorema precedentd pentrua=b =

ol 33

1 1Y ¢ o I 1
Bl —,~|= 1- di=[ ———d
(2’2) !x (=) ! Jx(l=x) ’

Vom face aici schimbarea de variabila :

N | =

Obtinem :

Dar I'(1)=1 si

. Vs .
x=sin’t , te(O,Ej:dxzkln t cos tdt

Obtinem

22

72 2sint cos tdt
B(l lj:J‘ ZSmE Cos ' _ o, |7r/2:7[
sint cost 0

0

2
In final avem {F(éﬂ =1-7,si deci F(%) =z

A I R
0

- .. . . 1w 2 .
Dacad facem aici schimbarea de variabila x =¢° obtinem

i Vr

N =j e 2edt = 2T e dt :>T edt =
0 0 0 2

Atunci

T e dt = 2]0. edt=+r.
0

—00

Observatie. Multe integrale trigonometrice se exprima prin functia Beta. Astfel
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/2 1 a b
I sin®' tcos" ' tdt =—B| —,= |
0 2 \2°2
Intr-adevir, daca facem substitutia sin”# = x avem

/2
J. sin“ tcos" tdt =
0

N | —

/2
I sin“”tcos””¢-sin cos tdt =
0
1 5 b 1 (a b
=—I x? (I-x)"dx==B] =,= |
29 2 \2°2
Observatie. Cu ajutorul functieit Gamma se pot calcula integrale esentiale pentru teoria

probabilitatilor. Astfel

J "o gy = ! 72 F[m+1J; a>0, m>-1
2
0

2a(m+l

Intr-adevar, daca facem substitutia

t 1
ax2=t:>x=\/::>dx= dt
a 2%

Obtinem

o0 o0 1

—ax? /2 —m/2
J.xme‘”dxzj t"raT e dt =
0 0

Wta

I t(mfl)/zefzdt _ (”1,+1)/2 T(m + 1}
0 2a 2

1

Aplicatii economice
Surplus al consumatorilor si al producétorilor
Sa presupunem mai Intdi cd avem o functie a cererii discontinud formata dintr-o serie de

puncte :

(.0, ) (R0 ) (P, 0O, )s[ B>R> P> ]
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Po

P1 ke .
pal |

o1 Q2 a3 Q-

Daca pretul s - a stabilit la P, nici un consumator nu va cumpara. Daca pretul s - a stabilit la
F, el este cerut si vandut in cantitatea Q,. Daca pretul s — a stabilit la P, este cerut si vandut
in cantitate Q, . In acest caz printre consumatori se gdsesc persoane care ar fi acceptat sa
plateasca F, dar ei vor plati P,, pentru ca pretul pe piata este unic. acesti consumatori
beneficiaza de un surplus pe care il putem evolua prin (A -P, ) O,.

Acest produs nu este altceva decét aria unui dreptunghi. La fel daca pretul s — ar stabili la 2,

fiecare consumator beneficiaza de un surplus total :
(R-PB)O+(P-P)(D-0)

De la o functie de cerere discontinud putem trece usor la o functie de cerere continua.

Surplusul se va calcula folosind notiunea de integrala.

Astfel daca notdm cu P, si Q, valorile pretului si cantitatii la echilibru si cu P. legea cererii

pretului in functie de cantitate vom avea :

— legea cererii

al Q-

Surplusul consumatorilor este

SC= | P.(Q)dQ P, x 0,
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care nu este altceva decét aria triunghiului curbiliniu FEP,.

Printr-un rationament analog vom putea stabili notiunea de surplus al producétorilor SP.

Astfel dacd notdm cu P, pretul care se formeazd pe piata si cu Q, cantitatea corespunzitoare
st vom nota cu F, legea ofertei pretului in functie de cantitate, producatorii care sunt dispusi
sa cedeze produsele lor la un pret inferior lui P, realizeaza un surplus SP reprezentat de aria

unui triunghi curbiliniu P, EP, , arie ce se poate calcula prin :

O

SP="P,x0, - | P(0)d0.

0

—=——— |legea ofertei
. E

Rata de crestere.

A A

Functia - este numita derivata logaritmica a functiei f. ( Pentru ca (In f)* =< ). Numarul

) este valoarea derivatei logaritmice in x, si este numit rata de crestere a functiei f in

/
Propozitie. 7—5 =as f (x) = ke™ (k, a constante reale ).
i f x

Demonstratie.
Sle) - [ e
7(—)_a<:>(lnf) —a<:>1nf—J. adx=ax+C
X

o f(x)=e™ = f(x)=e -e™ < f(x)=ke™
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Observatie. Derivata logaritmicd permie sd calculdm un numadr de rate de crestere economica.

De exemplu daca P ( t) este o functie de productie atunci derivate ei logaritmica

Ne da rata de crestere a productiei la momentul t.

Observatie. In studiul evolutiei cantitdtii q (t ) intr-un interval de timp [ tyt, ] putem

considera

~—"

. \t
1. rata de crestere instantanee a(t) = i

q(t)

2. rata de crestere medie in perioada [ #,,7, | :

Sa notdm cd avem q(t,)=q(z, )e‘_’("”‘)).

Intr-adevar

si deci

de unde relatia dorita.
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